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测度 论 是 数学 的 一 个 重要 分 支 ， 它 在 现代 数学 中 有 普 广 泛 
而 深刻 的 应 用 。 圣 别 是 近代 概率 的 数学 理论 ， 是 建立 在 测度 论 
基础 上 的 。 对 于 数学 专业 万 共 是 概率 专业 的 学 生来 说 ， 测 度 论 
已 成 为 必 茵 的 基础 知识 。 

最 近 几 年 ， 作 者 曾 有 两 次 在 全 国 性 的 讲习 班 讲授 测度 论 这 
门 课程 。 一 次 是 1979 年 全 图 第 一 居 应 用 概率 讨论 会 (西安 ) Ó 
另 一 次 是 1981 年 全 国 工 科 院 校 概 率 论 讲习 讨论 会 (天津) ， 本 
书 是 在 这 两 次 讲习 班 的 讲稿 基础 上 经 过 鸭 六 的 修改 与 补充 而 成 
的 。 本 蔬 的 取材 主要 是 针对 学 习 概率 论 的 项 要， 和 外 述 上 自 成 体 
系 ， 潍 了 要 求 读者 具有 较 好 的 分 析 基 础 外 ， 并 不 需要 其 它 的 准 
备 。 没 有 学 过 实 变 函 数论 但 具有 一 定 抽象 能 力 的 读者 ， 也 可 以 
直接 阅读 本 书 。 

作者 谨 此 对 王 梓 坤 教授 天 示 囊 心 的 感谢 ， 人 能 的 意见 对 作者 
有 很 大 的 咎 发 和 帮助 。 还 右上 感 谢 纪 延 端 教授 对 本 书 罕 作 的 关 必 
和 支持 ， 以 及 他 们 对 书稿 的 审阅 和 推荐 。 

限于 水 平 ， 书 中 一 定 还 存在 缺点 和 错误 ， 获 请 读者 批评 指 
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第 一 章 集 与 类 
$1*1 集 和 集 的 运算 


1. 集 的 概念 


尝 是 数学 申 最 基本 的 入 您 之 一 。 所 谓 一 个 集 ， 就 是 由 一 些 
不 论 什 余 样 的 对 象 所 组 成 的 总 体 。 组 成 一 个 集 的 允 锭 叫做 这 个 
集 的 元 隶 ， 例如， 蘑 个 城市 的 全 人体 居民 构成 一 个 集 ， 某 图 书馆 
的 全 部 藏书 构成 一 个 集 ， 全 世界 所 有 的 国家 构成 一 个 集 ， 等 
SF. 数学 里 也 常常 磁 到 各 种 各 样 的 集 ， 傅 如， 全 体 自 然 数 的 
集 ， 直 线 上 所 有 点 的 集 ， 等 等 ， 
我 们 用 大 写字 母 表示 介 ， 用 小 写字 母 表示 元 素 。 若 事物 上 
是 党 4 的 一 个 元 素 ， 则 记 为 
aC A ( 读 作 “a 属于 A”) 
车 ga 不 是 4 的 元 素 ， 则 记 为 
a € À ( 读 作 “a 不 属于 A”》 
例如 ， 设 六 是 全 性 自然 数 的 集 ， 尺 是 全 体 实 数 的 集 《除非 另 有 
说 明 ， 本 书 中 站 与 民 恒 分 别 表示 这 两 个 人 党) , HH 
1EN, PEN 
VIER, wv -IER 
由 有 限 个 元 素 所 构成 的 集 ， 称 为 有 限 集 ; 由 无 限 多 个 元 素 
所 构成 的 集 称 为 无 限 集 . 
为 了 方便 起 见 ， 我 们 引进 空 集 的 概念 。 不 包含 任何 元 素 的 
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集 称 为 空 集 ， 并 用 符号 由 表示 ， 
例如 ， 设 4 是 某 个 班 的 全 体 女 生 的 集 ， 如 果 这 个 班 没有 文 
生 ， 则 4 就 是 空 集 。 
WEAGE B H 3859 3636 2B J. MaA 5 B RE, F 
WA A=B, l 
Hin, BAFE x- 3x+ 2 = 0 WARE, BERI 2 
MERRE, WA=B, 
我 们 常用 以 下 几 种 方法 表示 集 ， 
C1) 在 北 描 号 中 写 出 元 素 的 名 称 或 指明 元 袁 的 范围 。 
例如 ，{ 正 整数 }，{ 大 于 1 的 实数 }，{ 天 津 居 民 } 分 别 表示 
由 全 体 正 整数 ， 大 于 1 的 全 体 实数 和 天 津 的 全 体 居 民 所 构成 的 
集 . 
(2) 到 举 法 ， 写 出 集 的 所 有 元 素 ， 或 按 一 定 的 规律 写 出 
它 的 部 分 元 索 后 加 上 玫 节 号 <…”?， 并 用 花 插 号 把 它们 括 起 来 . 
例如 ，{1 ,2 , 3} 表示 由 数 1 ,2 ,3 所 组 成 的 党 ， 这 个 集 
也 可 用 {2 ，1 ，3 }，{3 ,1 ,2 }) 等 记号 表示 . 由 1 到 100 的 
所 有 自然 数 的 集 可 以 表示 为 { 1，2 ,…*;100}。 
所 有 正 偶 数 的 集 可 以 表示 为 
{2 , 4, È, 1 
(3) 描述 法 ， 在 兹 括号 中 先 写 出 元 素 的 符号 ， 然 后 画 一 
鉴 线 ， 在 竖 线 后 面 写 明 元 素 所 满足 的 条 忻 ( 或 所 具有 的 性 质 )， 
例如 ， 


Ix|xC NN,1<Exw< 4 =T1 2 ,3 1 
—Iyl|y=w +t 1,nE N, EnEd}= {2,5,10} 
[n]a E N? = (3F (83817 

ixl xE R, 2=x=4)= [2,4) 

lalot- 30 +2=0}={1,2} 


定义 1 如 果 集 合 委 的 每 一 个 元 案 都 是 集合 B 的 一 个 元 
素 ， 则 称 4 是 卫 的 子 集 ， 并 记 为 
ACB38WBOSA 
GRIFE “BARA” W ARBAR”) 。 
例如 ， 设 是 全 体 有 理 数 的 集 ， 则 
NCQ, QCR 
或 记 为 
NCOCR 
我 们 规定 空 集 少 是 任何 集 的 子 党 ， 即 对 任何 A, ó —A. 
-由 以 上 的 定义 知 ， A= B 的 充 要 条 性 是 
ACB H BCA 

罕 子 集 的 定 尺 显然 有 ACA, HA 是 它 自身 的 子 集 。 如 果 
ACB, MBP PRAL b TRTA, MUKA N BPJP TE, 

必须 将 久 某 个 对 象 44 为 其 公有 的 一 个 元 素 的 集 { A) 与 4 本 
和 区 别 开 来 。 例 如 ， 若 4={11,2}, 则 { 4 是 仅 有 一 个 元 素 4 的 
集 ， 而 4 是 一 个 有 两 个 元 素 1 与 2 的 集 。 仪 有 一 个 元 崇 的 集合 
称 为 单元 集 ， 

在 许多 问题 中 ， 我 们 所 要 考虑 的 集 常 常 是 某 个 给 定 集 的 子 
集 ， 我 们 称 由 问题 中 涉及 的 全 部 元 素 所 组 成 的 集 为 抽象 空间 
(简称 空间 ) ， 并 用 品 表示 。 

2. 集 的 运算 
定义 2 HA, B 是 两 个 集 ， 由 人 4 与 吾 的 所 有 元 素 合 并 在 
一 起 所 构成 的 售 ， 称 为 4 与 召 的 和 集 , 简 称 为 和 , Tap AU B, El! 
AUB= {OWE AROC B; 
由 盘 与 召 的 所 有 公共 元 素 所 构成 的 集 称 为 4 与 也 的 交集 ， 简 称 
为 变 ， 记 为 4 六 B， 时 
An B= 《| ooE AHoE BY 


ANBETA AB. 
如 果 委 与 B 没 有 公共 元 案 ， 即 A 站 B= ó , WK A BER 


相交 。 
例如 ， 设 
A=11,2,3,4}, B= {3,4,5} 
则 
AUB= {1,2,3,4,5} 
ANB={3,4} 
完全 类 似 地 可 以 定义 任意 个 集 的 和 集 及 交集 。 讽 
(A, |t€ T) 


是 任意 的 一 组 集 ， 其 中 + 是 集 的 指标 ， 它 在 某 个 辐 定 的 指标 集 
工 中 变化 ， 册 一 切 A GED 的 所 有 元 素 合 并 在 一 起 所 组 成 的 
集 称 为 这 组 集 的 和 集 ， 记 为 A， , 即 
UA, = tole 至 少 属于 茶 一 个 A，tE T) 
由 同时 属于 每 个 集 4: GC T) 的 所 有 元 素 所 组 成 的 集 称 为 这 组 集 
的 交集 ， 记 为 4,， 即 
门 4,= teles A, 对 每 个 1ET 同时 成 立 } 
如 果 T= N， 则 上 述 和 与 交 分 别称 为 可 列 和 与 可 列 交 ， 它 们 也 
可 记 为 I _ 
A. == A, > A, = A, 
i1 i T=[0,-+ oo, A =C0,6), m 
UA = c0, +00), [14,-{0) 
例 2 QGH ]=c6,D, (yo, ni) on 
定义 3 ” 营 集 4 与 集 B 互 不 相交 ， 则 称 4U B 为 4 与 B 的 


址 和， 并 记 之 为 4+ B。 一般 地 说 ， 如 果 对 任意 的 sE 了 ,1E T. 
Hs*t, REANA = 0, MEJAN 
(A, ET} 
RARE, HRALA. 
例 3 Cl,33UC2,4D= 01,3) + C3,47= [1,4) 


j4 (inn = Cnsm+ 1y= Cl, + eo), 


由 定义 易 知 ， 和 与 交 的 运算 具有 部 下 性 质 ， 
(1) ANBCA, ANBCD; 
(2) ACALB,BZAUB; 
(3) AU P=A AUN =Q; 
(4) ANG =$, ANQ=A; 
(5) FÈ, AUA=A,AGQA=A; 
(6) ZH, AUB=BNA,ANB=BNA; 
(7) E: AU (A418)=A， 
ANLLAD =A; 
《8 ) 结合 律 ， 4U COBUC = (AUB U C, 
AN nec=(4nBp) NCE. 
前 七 个 性 质 是 显然 的 ， 为 了 证 明和 的 结合 律 ， 只 须 注意 
六 (BU 人 OO 与 {4&UBy UC 都 是 由 A,B,C 的 所 有 元 素 合 并 在 一 起 
MHRS: ATEH, RAER AN (BnO 与 
ANB n C 都 蚌 贞 同时 属于 4,B8,C 的 元 素 所 构成 的 集 。 
根据 结合 律 ， 我 们 可 将 C4U D UCE AU (83UO) 中 的 任 一 
个 写 为 A4UBUC， 并 将 C&ANB}Nc 及 AN BN 中 中 的 任 一 个 
EA AGB RC. 这 种 任意 省 略 括号 的 做 法 还 可 以 推广 到 任意 客 
个 集 的 情形 上 上 去， 并且 ， 根 据 交 换 律 ， 还 可 以 交换 式 中 各 项 的 
WF. pin 


BNDNANC= (BNDNANC 
= (ANBND) NC 
= ANB NDNC 
= (AFG B) ACAD) 
=ANBNCND 
从 交 的 意义 上 春 , 上 式 也 是 很 明显 章 , 因 为 泛 论 是 BN DN anec 
或 4 门 BNCND 都 是 由 有 A,83,C, D 的 共同 元 素 所 构成 的 集 。 
定理 1 下 面 三 个 关系 
(1) ACB; 
(2) A B= As 
(3) AL B=B, 
EE. BAE WO THE IPS i T kar, HP) 
三 个 都 成 立 . 
在 以 下 的 证 明 中 ， 记 号 “过 ”表示 “推出 ”， 加 果 p 与 9 
是 两 个 命题 ， 则 p> ERA pnag. 
证 (1) = (2) : ACB, BDE RHE A, B, HA 
太 们 BCA， 故 要 证 明 (2 》 上 内 需 证 明太 CANB,， WÈ x€A, 
出 xC B, k xC AB, MAMACANB, 
(2) =(3, HANBA. HA XHEAA, B, 4 BCAUB, 
故 要 证 明 〔3 ) Jar, RAIEHAUBCB. WIB xC AUB. Mj 
x€ 4 或 xEB， 在 前 一 种 情况 ,由 《2)》 有 xE4nB, WHR 
x€ B, FE ABCB. 
(3) = (1) :， 设 4AUB=B， 则 由 此 式 及 AC AU BREI 
ATB. 
定理 2 (第 一 分 配 律 ) 说 4,B,C 是 三 个 集 ; 则 ANm (BU C) 
= (ANB)U (ANC. 
在 以 下 证 明 中 “< 二 >” 表 水 “等 价 ”。p 专 >a ME R fr 


题 p 与 命题 q 等 价 。 

证 oc An (BU C) =o AHoEBUC 
<= € A, B. oC B sË oC C 
=o ABec p, RACA AoEC 
4>0C ANB, 或 aC ANC 
=€ (ANB U (ANC 

AN(BUC = (AB) U (AO 
EX4 EAR- Hj, Aca, Mo h KS A B ETN ü 

素 所 构成 的 集 称 为 A J kE 〈 简 称 补 ) ， 记 为 A, Bg 

A ={@|IxEQ R.x@€ A; 
aR BARRA TIHEM: 
C1) EAE: AUA =0,ANA =, 9 =A, =. 
《2 ) WAR, (WY =A 
(3) 上 三 了 的 充 要 条 性 是 A DB’. 
定理 3 ( 德 ， 莫 很 (De Morgan) ff) WA, BEPA, MU 
(1) (AUB =A’ r B, 
(25 (AB = AUB. 
证 (1) oE (AUB) 26 AUB 

<o E Á Ro € Be=>poc A” Hog B” 
<> A! NB 

(AUB = A NB 

C2) oE (AB725606 é ADB . 
<o $ ANo B00E A RoC B' <> 
oE AUB 

^ (ANB =A UB 
定理 4 (第 二 分 配 律 》 设 4,B,C 是 三 个 集 ， 则 

AU (BNO= (AUB) Y (AU C) 


证 把 第 一 分 配 律 的 公式 中 的 A, B, C 分 别 换 为 A,B,C, 
我 们 有 
A N JC) = (4 NB U CA NC) 


W W Ha 3F 

CA’ N (BUC = tA AB) U (A! 站 CD 
利用 德 。 葛根 律 及 对 合 律 得 

AU (B! UC’ Y = (Af NB’ n CA! nc? 
再 次 利用 这 两 个 运算 律 即 得 


AU (BNC) = (AU DN AUC) 
以 上 三 个 定律 可 以 推广 到 一 般 情 况 。 


第 一 分 配 律 ， 
AN CUB) = U (ANB) (1.1) 
第 二 分 配 律 ， 
AUCA BO = N AUB.) (1.2) 
. LET ET 
德 . 英 根 律 ， 
(UAY = ñ A" (1.32 
ETF tET 
(NAY = U A", (1.4) 
ET 1687 


定义 5 HA, BETE, BMTAMTAT BHARA 
索 所 组 成 的 集 称 为 和 与 召 的 差 ， 记 为 A- B, 
Sm, B A={1,2,3,4), B=42,4,5}, W 
A-B={1,3},B-A={5} 
由 其 的 定义 显然 有 
A-B=ANB’ 
Q - A= A? 
注意 ， 在 差 的 定义 中 并 不 要 求 3 是 4 的 子 集 , 如 果 了 CA4， 
则 称 4- 了 为 真 蓉 。 
8 


定理 5 PEFA,B PPE $S, WH 
AUB=A+(B-A)=A+A ñB 
iE (1) Añ B-A SANA NB) 
= (ANAD 1B 
$ B 
= ó 
> A5B-AHJ482, 
(2) A+ (B—- A) = AU (A! (B) 
= (AUAN AUB) 
= 有 站 (4UB) 
=AUB 
上 述 公 式 可 以 推广 如 下 ， 设 14.) 是 一 列 集 ， 令 
Bi= A B =A, Ar 2) 


ti 


ny 
y A= ŞIB, 
(J A, = ys, 
定理 8 设 4,B,C 是 三 个 集 ， 则 
CNCA- B)= (CnA)- (CNB) 
即 变 关于 姜 是 可 分 配 的 。 


证 (CNA) -— (CB) 
= (CA) ñ (C n By” 
= (CNA) NC UB’) 
=(Cnanec J (CNANB’) 
= UCNANB’) 
=CN (A-B) 


(1.5) 


Cl. 6) 


定义 6 设 4,B 是 两 个 集 ， 网 丈 (4 -BU B-A HA 
与 的 对 称 差 ， 记 为 4 八 B， 

显然 有 

(1) AAB= tA- B+ (B-A); 

(2) AUB= (AAB) + (ANB). 


3. 上 限 集 与 下 眼 集 
定义 7 RAL An A e EEIE. 由 属于 .上述 
集 列 中 无 限 多 个 集 的 那 种 元 素 的 全 性 所 组 成 的 集 称 为 这 一 列 集 
的 上 限 集 ， 记 为 tim As; 而 由 属于 集 列 中 从 某 个 指标 re C) 
《这 个 指标 不 是 国定 的 ， 而 是 与 元 素 @ 有 关 ) 以 后 所 有 集 A, 
的 那 种 元 嵌 (有 即 除去 有 限 多 个 集 外 的 所 有 和 集 A, 都 含有 的 那 


种 元 素 ) 的 全 体 所 组 成 的 集 称 为 这 一 列 集 的 下 限 集 ， 记 为 
Jim A,. Ei 


=w 


Tim A, ={0]o 属于 无 限 多 个 A.，} 


lim A, = ta] 存在 正 整数 mo(ol ， 使 得 当 n>m@) 
ff, 0E A,? 
HE Y B kr, 


Hm A, —Tima, 


例 1 设 Ár- = A, Åra = B= 1,7, =) * Bi] 
(19 limA,= Al B; I 
(2) limA,= ADB. 


证 《1》 设 bE€ AUB8， 不 妨 设 we A， 于 是 有 
10 


oE Arn (t= 1,2,3, =) 
由 上 限 集 的 定义 知 ， oE 1im A. WA 
AUBCIimA. ` (1.7) 
男 一 方面 ， 设 4E CAUB. Elo # AUB, 3k Ç A H. 
6 B, $X O A,.,(n= 1, 2, 3, "9 H 因而 @ ë lim A, , 即 
oE (mA, V, 于 是 有 
(AUB c (um A, Y 
BH ' 
AJBD TMA, 《1.8) 
由 ap 与 (1.8) 即 得 
iim A, = AUB 


(2) poc AB, HlocC A HocB, TOCA, m= 
12,322 ， 由 下 限 集 的 定义 知 ，@EE lim Ars WA 


ANBC lim A, (1 .9) 
另 一 方面 ， 设 名 E AND, BE o AGB, Dii ofA, E 
r 
oF Ai -ie= 1,2,3,-.- J, Biog tim A,, Bo € ( lim A, ) 
R + "M = , 
于 是 有 
# 
(ANB)’ (1im A, ) 


n 一 2 


即 f 
(NBD = lim A, (1.10) 
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由 G.9) 与 (1.10 即 得 
lim A, =A iB 


BJ2 HA, (= 12,3，…) 是 如 下 一 列 点 集 ， 


1 
n+l 


Asan = (0, 2— J. #=0,1,2, 


A:n = Í, r+), #=1,.2,3, s... 


我 们 来 确定 集 列 {4,} 的 上 限 集 和 下 限 集 。 
EDA ARKE 50,1] 中 的 点 属于 每 个 4.Ca=1, 2 3 本 


(0,131 lim A, lim A, 


f — n — 


对 于 区 间 忆 ,2) 中 的 每 个 点 x， 必 存在 正 整 数 me (x) ， 使 得 当 
n>n C) 时 ， 

x>1+-1L, EB x € A,, 
MEM CO, 21 以 外 的 点 都 不 属于 任何 4,， 因 些 

Jim A, = (0,12 | 
对 于 区 间 0, 中 的 每 外 点 xx ， 必 存在 正 整数 ns{x)， 使 得 
当 jpo lx} 时 ， 


x<2-— >, 即 x€ Ass 


又 点 x=2 RET Az 因此 ， 
Tim A, = (0,2) 
定理 7 设 {人 &,} 蚌 任意 一 列 集 ， 则 
(1) (limA.) = Tim A, .11) 


(2) (TimA,) = limA, (1.12) 


r= 


12 


证 (1) 
(uma,) = AEREA FG e) 
= (olo Tš B£ AS) 
= lim 4， 
(1.12) 可 以 类 似 地 证 明 。 
定理 8 ” 设 {4,} 是 任意 一 列 集 ， 则 


(1) TimA,= N | JA; (1.135 
ama. n ye 
(2) iim A, = A (1.14) 


iF (1) o€ lim A, 2222 Br B) n , 存在 
ken, 使 oC A4 X-T PRT BN n, 


oC | Ao Mm | JA 
Yaten U: 


° 


UO 
定义 8 ”如果 集 列 {4,} 的 上 限 集 和 下 限 集 相等 ， 即 


lim A, = lim À, 


WARIA MR ARFA lim A, = Tim AARAA} 


的 极限 (或 极限 集 ) ， 所 为 
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A= A1im A, 
人 例如， 上面 例 1 中 的 集 列 收 敏 的 充 要 条 件 是 
AUB=ANB 
H A=B. 
EXI 设 {A;} 是 一 集 列 ， 恕 果 
ÅA CA., (R= ],2,.") 
邮 称 {A,} 是 单调 增加 集 列 ， 并 记 为 At ME 
ADA, n= 1,2,.) 
则 称 {14,} 是 单调 减少 集 列 ， 并 记 为 A. | ， 单 调 增加 和 单调 减 
少 集 列 统 称 为 单调 集 列 ， 
关于 单调 集 列 下 面 的 定理 显然 成立 . 
定理 9 HEIME., EL 
WMR A. T, HM 
lim A, = (Já (1.15) 


=i 


如 果 A, 1 , M 
tim A, = A (1,16) 


"1 


在 74,} 单调 形 加 的 情况 ， 《1.15) 可 简 记 为 A.1 A, 
HP A= (JAn 在 144,} 单 调 诚 少 的 情况 ， (1.16) 可 简 记 为 


ALA, 3h A= | JA, 


例 3 设 


1 = -一 - = *.. 
A, = [0, 1-4) B. = [0， 1+4] m=1l, 2,*-:) 


刚 
lim A, = Ü [。， 1-2] = [0,1) 
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1， 证 明 下 列 关于 集 的 等 式 。 


(13) 
(2) 
(3) 
C 4) 
(59) 
(6) 
(7) 
(8) 
(5) 
(10) 
{11> 
(12) 
(13) 
(142 
41525 
(16) 
(17) 
(18) 


AN(A-B)=A-B, 
A—tA-B)=ANB, 
(A-B)-üC=(A-C)- (B—-C), 

A- (BnCy=(A-ByUt(A- C, 
A-—(BUC)=(A-B) DCA - C), 
A-B=(AUB B= A- (AGB), 
(CAUB)YU(B- A)= AUB, 
(AUB)-C=(A-CyU(B-GO, 
A-(BUC)= (A - B) - C, 
(A-C)n(B-C)y= (ANB} C, 

AUBUC= (A-ByU(B-C)U(C-A)UtcAnBnO), 
(AUB) CA 'UC)=(ARCYU(A! NB), 

HANO UNC = (A NOUEN, 
KAUOQN UCHI = (A UONB UC» 
AAB=(AUB}- (ANB), 

AAB: = AAB. 

Cn IAAB)=(CnA)AƏCnB), 
(ANBIUCA NOUEN = (ANDU no, 


2. WH: 


(1) 


(2) 


(3) 


CA) 


Ja, sa-L, - Ay, 
ren iT 
(a, -A= n cA, — A), 
pEr 1E, 


A~ U A, = (aa A, 
ITT FET 

4- |a, - cA A). 
t= r LET 


3, RA. } 是 单调 减少 集 列 ， 证 明 


A,= 2 (A, - A, + Y+ ra, 


Ral 1m1 


4, RA HERES, -证 明 
《1) im 1 JA; - ÜA, 


2) tm )a, = (la, ， 
k~i 


5， 设 作 。} 是 一 列 实数 ， 令 4。 = (oox, ), F| Timax, Sm, 
之 间 有 何 美 系 类 局 池 考 中 下 极限 和 下 限 集 之 间 的 关系 》? 

6， 设 4。 是 华 标 平面 上 以 点 《< 一 上 ,0) 为 中 心 ,半径 为 1 669 
LA 求 lim A, 与 Tim À, . 


n — = 


7. É Agn =A, Assai = B, Ass =, = C, R= Í, 2, "s, 求 集 列 
A } 的 上 限 集 和 下 限 集 。 


8, W Azre = < 0, F), An = (s A), n=l; 2, == , 求 
EIA, } 的 上 限 集 和 下 限 集 ， 
N _ 1 _ 1 = =. 3 
9. Azn- = Cr Il), Ax. = (O, I+ = , R= 1, 2, , 求 
RIA, } 的 上 限 集 和 下 了 眼 集 . 
10. 设 {4。} 与 {8, PERAR, E 
1) lim (A, UB, ) = lim An U lim B, , 


Ç 2) Im CA, UB, )> lim A, U lim Ba * 


= Ta Ph 


(39) lim (A, NBE, ) © lim A, ñ lim B, , 


C 4) lim (A, NM B, )C lim A, n lim B, , 
Ii. 证 lim Aa 存在 ， 于 是 芷 总 一 个 集 ， RE BH 

Ci) lim(A, -B)=limA, - B, 

(2) lim(B-A, ) = B-lim A, . 


Lina 
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12。 设 {14， + 是 任意 香 列 ， 虽 是 任意 -- 个 代 ， 证 明 
C1) lim (A, UB}=( lim À, JUB, 


{2) lim (A, NB)=( lim A.) ñB, 
(3) lm (A, UB)= (lim A, > UB, 


(4) lim (A, NB)= (dim A, )NB.- 


8$1'2 R 类 


以 某 个 固定 的 空间 @ 的 某 些 子 集 为 元 素 的 集 称 为 集 类 ， 简 
称 类 。 集 类 用 草 写 字母 3Y， B, Q, SZ RER Mma HT 
集 欧 全 体 就 是 一 个 类 ， 

设 针 是 品 芍 革 些 子 集 所 组 成 的 一 个 类 ，4 是 吕 的 一 个 国 
定子 香 ， 刚 记号 

FNA | 
EmA- HEMEN AWER, HAPEE. 

定义 1 设 是 一 个 空间 ，,. 儿 是 吕 的 某 些 子 集 所 组 成 的 

非 窑 类 ， 如 果 对 于 尾 何 4E. 窑 ，BE Sr ,都 有 
AUBE Z” 
MPR HE E J B1 59 , 

METIE A.C (n=1，2,…)， 都 有 

(JA EF 
WAPATA EH N. 

集 奖 对 交 、 可 列 交 、 差 、 补 等 运算 的 封闭 性 可 以 完全 类 机 
地 定义 . 

定义 2 ” 设 是 一 个 宝 间 ，. 久 是 上 外 的 某 些 子 集 组 成 的 非 
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空 类 ， 如 果 .7 对 和 与 差 运 算 均 封闭 ， 则 称 是 一 个 环 ， 特 别 
如 果 又 有 QE .977， 则 称 r 是 一 个 代数 ， 

下 面 举 几 个 环 的 例子 . 

例 1 ”只 包含 一 个 空 集 的 单元 类 { $) 是 一 个 环 ， 

例 2 0 的 一 切 子 集 所 组 成 的 类 .7 是 一 个 代数 ， 

例 $ ”8 的 有 限于 集 UMRE O) 的 全 体 组 成 的 类 
是 一 个 环 ， 

例 4 设 Q 是 一 无 限 集 ， 则 0 的 有 限 子 集 (包括 空 集 四 ) 
及 可 列子 集 的 全 体 所 组 成 的 类 是 一 个 环 ， 当 0 本 身 是 可 列 
K, FEMRE., 

例 5 设 R 是 全 体 实数 ， 久 是 由 有 限 个 左 开 有 并 的 有 限 
区 间 的 和 集 E= | j (qi,5b1] 的 全 体 所 组 成 的 类 ， 则 7 是 一 个 


H. 

下 面 验证 这 一 事实 。 首 先 注意 空 集 由 可 以 看 成 是 区 间 (a， 
90， 因而 它 是 .名 中 的 元 素 。 易 知 任何 两 个 左 开 右 闲 的 区 间 
Ka,p],(c, 中 的 差 党 只 可 能 有 三 种 情况 ;或 者 是 空 集 ， 或 者 是 
一 个 左 开 右 疹 的 区 间 ， 或 者 是 两 个 不 相交 的 左 开 右 闭 区 间 的 和 
集 ， 于 是 由 集 代数 的 公式 (参见 $1,1 的 习题 2 ) 


UJA -A= [J-A 


A- Ü A= AN A-A) 
及 第 一 分 配 律 可 知 ，, 多 中 的 任 两 个 集 的 差 都 可 用 有 限 个 左 开 
右 闭 区 间 的 和 来 表示 ， 因 而 是 . 玉 的 元 束 ， 前 蚁 对 差 运 算 封 
闲 。, 多 -对 和 运算 的 封闭 性 是 显然 的 。 因 此 .级 是 环 . 
显然 . 鹏 中 的 元 素 都 可 以 表 成 右 限 个 两 两 不 相交 的 左 开 A 
闵 的 区 间 前 和 ， 人 得 表示 法 不 唯一 。 
18 


pe ， 设 口 是 二 维 欧 氏 空间 ， 当 asb, cadh, #8 
E= ((x,y)]a< x=b,c<y=s:d) 

为 台中 前 左下 开 丰 上 闭 的 矩形 ， 仿 照 上 例 可 证 ， 息 有 限 个 左下 
开 右 上 闭 短 形 的 和 集 的 全 体 所 组 成 的 类 .Fr 是 一 个 环 ， 

易 知 环 具有 以 下 性 成， 

(1) 空 集 上 是 任何 环 的 元 素 ， 

(2) 环 对 有 限 和 运算 圭 亲 ， 即 对 于 环 .中 的 任意 有 R 
PÈRE E» | En MË | ] Es 也 属于 


(3 ) 代数 对 补 运算 封闭 ; 

(4 ) 环 对 有 限 交 运算 封闭 ， 

前 三 个 性 质 可 直接 南环 和 代数 的 定义 推出 ， 第 四 个 性 质 由 
集 代数 的 公式 

ANB= {4UB)- (A—- B) — (B-A) 

及 环 的 定义 即 可 推出 ， 

引 理 1 ” 设 了 是 非 空 参 数 集 ， 如 果 对 每 个 ET， 集 类 
F ,都 对 某 运 算 封 闭 ， 册 集 类 | 7 也 对 这 个 运算 封闭 ， 

证 ”我 们 仅 就 二 元 运算 CENS “RREME 
算 ) 的 情况 来 叙述 ， 其 它 运算 例如 可 列 和 、 可 列 交 和 补 等 ) 
情况 与 此 类 似 ， 

设 对 每 个 {ET，7 ,对 运算 “"” 封 闭 ， 设 A、 BE 
NF. MAEA te T.A.BE 2 WAF.: X “ ° ” 5 Bi, 


所 以 ABER. WABE [ |ə2”,, mg, w “°” 39 
is. 
定理 1 ” 设 .ef 是 由 空间 8 的 某 些 子 集 所 成 的 类 ， 则 必定 
RR-A. E 
(1) ACR, 
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《2 》 对 于 任何 包含 . 允 的 环 .多 :都 有 .多 二 多 

以 上 性 质 表 明 ，. 多 基色 含 . 巡 的 最 小 环 , 我 们 称 它 为 由 er 
PERR, WIARE). 

证 因为 由 吕 的 一 切 子 集 所 组 成 的 类 其 一 个 环 ， 这 就 说 明 
了 至 少 有 一 个 包含 .ey 的 环 在 在 。 此 和 外， 出 引 理 1 Su, 任意 多 
个 环 的 充 仍 是 一 个 环 , 于 是 容易 看 出 ， 和 包含. 的 一 切 环 之 交 
就 是 我 们 所 要 求 的 环 久 ”， 

例 7 设 基 一 个 空间 ，.& 是 由 的 单元 集 全 体 所 组 成 
K, MA AREH KAET ERAO 的 全 体 所 
组 成 的 环 CAJ 3O 。 

例 8 令 . 必 天 示 实数 轴 上 左 开 右 闭 区 间 Ga, bD C— oo < 
a< b + ceo) 的 全 体 记 组 成 的 美 ， 则 区 (人 ) 就 是 前 面 例 5 中 的 
H, 

定义 3 庶 吕 是 一 个 空间 , 22 B O MT E p E 
室 类 ,如 时. 多 对 益 及 可 询 和 运算 都 独 闭 , 则 称 . 儿 是 一 个 c- 球 ， 
BUR X QC 2, WA .多 是 一 个 5 -代数 或 波 装 尔 (Borel) 
体 。 

前 面倒 1,2，4 中 的 环 都 是 0~ 环 ， 例 5,6 中 的 环 都 不 是 0 ~ 
环 ， 当 名 是 大 限 集 时 ， 酌 3 中 的 环 是 0- 环 , 邵 果 如 是 元 有限 集 ， 
册 这 个 环 不 是 0 -~ 环 。 

易 知 0~ 环 具有 以 下 性 填 ， 

COD ER é RTE -I 

(2) 0 -了 环 必 是 环 ， 

(3) 如- 环 对 可 列 交 运算 是 封闭 的 ， 

前 两 个 性 质 可 直接 由 环 的 定 尽 推出， 第 三 个 人 性 质 可 应 等 式 


(E. = E- LE-E,) 


a-i 
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推出 ， 式 中 E= [ja.。 


例 9 = (9.0 是 o- 代 数 。 因 为 任何 代数 都 含有 汪 
ho., k r= (0. $) 是 以 吕 为 空间 的 最 小 5 -代数 (也 是 
以 全 为 空间 的 晤 小 的 代数 ) 。 吕 的 一 切 子 集 所 组 成 的 类 则 是 以 
号 为 空间 的 最 大 oA gt. 

定理 2 ”说 . 巡 是 由 空间 怠 的 某 些 子 集 所 组 成 的 类 ， 风 必 
EAE- o-r, 

(1) .w— =, 
(2) 对 于 任何 包含 .好 的 -WARMA Sr =, 

以 上 上 性质 表明 ， 多 是 包 合 .好 的 最 小 0- 环 ， 我 们 称 它 为 
产生 的 0- 环 ， 记 之 为 Ge (az )。 

证 仿照 定理 1 的 证 月 可 知 ， 包 含 .wz 的 一 若 6- 环 的 交 就 
是 所 求 的 -RF _, 

同 理 ， 存 在 包 售 . 双 的 最 小 呈 代 数 ， 它 就 是 包含 ex 的 一 
切 co- 代 数 的 变 ， 我 们 用 记号 oA RRR. 

例 10 QQ JE pp] E, JEE D BU bs 638 Bu 2 pk Pr n 
成 的 类 ， 则 cf(_ez 7) 是 有 的 一 切 子 集 所 组 成 的 类 。 

BUT 2EAN, ACQ, A = 14} 是 一 个 单元 类 ， 出 
aA) = 10,.,0.A,A k, 

定义 4 设 Q=(-oo，+ecc), 好 是 所 有 左 开 右 闭 的 有 限 
区 闻 所 组 成 的 类 ， 即 

Æ = ((a,b)| — co Zab + oo) 
MR (oze) 中 的 集 为 波 药 尔 集 。 波 莱 尔 集 的 全 体 有 时 也 记 为 
B. 显 然 QE. 洛 ， 即 咯 是 o- 代 数 ， 因 此 有 .有 = o( A). 

设 .多 是 由 有 限 信 左 开 右 闲 的 有 限 区 闻 的 和 集 的 全 位 所 组 

成 的 类 WES) >, MERA 
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=0 ) = (SP) 
(SAMB). 
定义 5 设 多 是 空间 只 的 某 些 子 集 所 组 成 的 类 ， 如 果 对 
于 多 中 任何 一 个 单调 集 列 {4.y， 都 有 
lim A, C s 
册 称 .多 是 一 单调 类 。 
定理 3 设 . 记 是 吕 的 某 些 子 集 所 成 的 类 ， 则 必定 有 唯一 
的 单调 类 ,多 。 使 得 
(1) ATF, 
C2 》 对 于 包含 . 巡 的 任何 单调 类 多: 都 有 
£= 
以 上 人 性质 表 上 明 ，, 多 是 包含 . 吧 的 最 小 单调 类 ， 我 们 称 它 为 
出 产生 的 单调 类 ， 记 之 为 .A C), 
证 仿照 定理 1 的 证 明 可 知 ， 包 含 . 刀 的 一 切 单 调 类 的 4 
就 是 所 求 的 单调 类 .ACE >。 l 
定理 4 5- 环 必 是 单调 类 ， 单 调 环 必 有 中 5- 环 ， 
证 设 祷 是 一 0- 环 ，{A&4} 是 一 单调 集 列 , 且 AEF Hi 
于 多 封闭 予 可 列 和 运算 ， 故 当 {4, 单 调 增 加 时 ， 有 
lim 4,= | JA, € Z 


由 于 .多 封闭 于 可 列 交 运算 ， 故 当 {4,} 单 调 藏 少时， 有 
tim A, = N\A.E 


于 是 就 证 明了 ,多 是 单调 类 。 
现在 设 ' 久 -是 个 单调 环 ， 即 .多 是 单调 类 ， 也 是 一 个 环 - 要 
证 明 2 是 gc- 环 ， 只 要 证 明史 对 可 列 和 封闭 . 设 A.C 2 
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(m=i; 2," , 记 B, = | JA, HEFE, KBEF, 
rzi 


HABAY EI MAEA, Hk tim B.C Z. 
和 担 


lim B= (J B.= (JA 
站 = 1 tal 


故 [ j4,E 2， 因此 2 对 可 列 和 运算 是 封闭 的 ,于 是 我 们 就 证 
明了 .多 -是 o- 环 ， 
引 理 2 ” 设 2 是 一 空间 ，. 地 是 丘 的 某 些 子 尝 所 组 成 的 单 
WR, HPNA ACO, ie 
2 (A) = {B]BC2, H A-B. B-A, AU BRAF} 
NO (4) 是 一 个 单调 类 ， 
证 “ 设 {B,} 是 orCA) 中 任 一 单调 集 列 ， 则 
A-B, E Æ, Pa- AC... AU B,C A W 3 Rp 
[A-B,)Y.,(B, - A), (AUB.) 都 是 单调 的 ， 因 为 A 是 单调 
闫 ， 故 上 述 三 个 序列 的 极限 事 属 于 _sf， 但 
lim (A- B.) =A-limB, 
lim (B, — A) =1imB, - A 
lim(AUB,) =AUlimB, 
(参看 习题 1.1 第 11 题 与 第 12 题 ) ， 所 以 limB,E OU 4) ， 这 


就 说 明 SU CA) 是 单调 类 。 

引 理 3 设 品 是 一 空间 , 多 是 入 的 某 些 子 集 所 组 成 的 环 ， 
4677: 

证 ”对 于 任何 集 4C9， 记 

of (A) =(B|B<0Q, HA-B, B-A, ALB 都 属于 .人 
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CF) ; 
HT 9Y 4) 的 定 光 中 4 和 了 的 地 位 是 对 称 的 ， 故 BE O (A) 
BAC OY (B 黎 价 。 由 于 ,多 是 环 , 故 对 于 任何 AEF ,BE sr, 
必 有 BE SZ (A) AZT (Ay. TG IH 31282 FO (4) 划 单调 
28, Wk. (Sr) OY (04), 即 对 于 AE Z”, BC LZ (Sr) 
BC S%¿CA), BD AEB) 
因此 当 BE Z CS) 时 ， 有 
Sr TB) 
H TU RRE, A . (2) Or (B) ARER, 对 于 
任何 AE .Z0Sr),BE.Z(Sr),WWAHTAC OY (B), TI HOZ (B) 
的 定义 ,这 就 是 4 - B,B- A, A U BAS T CF), MALF) 
对 和 与 差 运 算 封闭 ， 因 而 是 一 个 环 。 
定理 5 设 FF 是 由 空间 上 @ 的 某 些 子 集 记 组 成 的 环 ， 则 
S (gZr) = Wm) 
证 ”因为 多 (多 ) UEF H 0- 环 ， 由 定理 4 知 它 是 单 
HA., Aa (Sr tas sr 的 最 小 单调 类 ， 故 
A (FICS FR) 
又 由 引 理 3 A, ALPER, 因而 它 是 单调 环 ， 于 是 由 定理 
4 知客 是 o, Fn REEE F 的 最 小 or- 环 ， 故 而 
S (=) MILF) . 
TES (Z) = MLT NYJE, 
推论 ” 设 . 妈 与 六 都 是 由 号 的 某 些 子 集 所 组 成 的 类 ， 如 时 
À E YA 28, FEM, MEFA, WJ 
5 (Sr) —. w . 
证 HIB R er tur ESHER, k. (rc. s. 
MHEM5, MFV PLA). ME, PLPC, 
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习 题 1-2 


1. UA EHW 4 2ERi#i3FB54r Pa < aj B RA ya k pr PR Fk B! 

2, EF 是 由 有 限 个 端点 为 有 有 有理数 竟 左 开 右 内 的 有 限 区 局 的 和 和 沫 的 
PRERA, A EEA 

3。 册 有 限 个 开 区 则 前 和 和 集 的 全 体 记 组 成 的 奖 大 否 为 环 ? 由 有 限 个 
闲 区 间 的 和 和 集 的 全 体 所 成 的 类 有 是否 汶 环 ? 

4, WF 是 由 有 限 个 区 间 包括 开 的 、 妇 的 、 半 开 半 闭 的 》 的 和 集 
的 全 居所 绀 成 的 类 ， 则 , 统 是 否 为 一 个 环 ? 

5。 设 号 是 一 堂 间 ，. 色 基 晤 的 某 些 于 集 所 成 的 类 , R FLA) 

(1) ey = 1À)5 

(2) W = A, Bj; 

{3) ABO — BE AE, _af E h ta A Bi — 39 Br p 8525, 
BI l 

a% = IB |ACHC Q} 

(4) . 巡 是 恰好 包含 台中 两 个 不 同 元 素 的 一 切 捍 所 组 成 的 类 ， 

6。 设 号 是 实 直 线 ， 求 . 咯 COW + 

(1) .六 是 中 中 一 切 有 限 和 天 区 间 所 组 成 的 类 

(2) 8 是 中 中 一 切 有 限 闭 区 间 所 组 或 的 类 

(3) Ea pA -o G) 的 区 间 所 组 成 的 类 ， 

(4) _ef 蚌 上 中 一 切 形 如 La, + co) 药 区 间 所 组 或 的 燃 ， 

7。 设 总 是 下 可 列 梨 ， F 是 一 个 类 ， 它 的 元 素 EC 是 有 限 或 可 
列 集 ， 或 是 以 有 限 或 可 列 集 为 补 集 的 集 ， 则 , 穴 是 一 个 2 代数， 

L AF 是 空间 作 的 某 些 子 集 雇 组 成 的 类 ， 证 明 . 久 为 环 的 充 要 条 
HE: . 
(1) 对 有 限 直 和 运算 封闭 } 

(2) 对 差 运算 封闭 。 
a BF E-H, MRA, EF (R=1,2,…》， MJ 
lim A, EF, Jim A, EF 


10. Ha ii, 
25 


£S {A| BACA, RWA € ob 
则 ,多 是 一 个 代数 。 

11, HF 是 2 的 某 些 子 集 组 虑 的 类 ， 则 ,家 是 ?~ 代数 的 充 权 条 恬 是 . 

CO ,针对 可 列 和 运算 封 闲 ) 

《2) FARKA. 

12。 设 .多 是 空间 只 的 某 些 子 储 所 组 成 的 非 空 共 ， 如 果 . 镀 ”对 变 运 算 
HA UEFA 地 -类 。 证 明 实 直 线 上 所 有 有 有限 的 左 开 右 闭 芭 冰 的 全 体 
FERRE N-22, 

13. AF 是 空间 中 的 某 些 子 集 所 组 成 的 非 空 类 ， 如 果 

(1) REF; 

(2) YAR T 5 8263 3Ebj D], 

(3) WR A, €Z m= or), B(A, } 单 调 增 加 ， 则 


Him A, € Z” 


MEF 为 i-k., ERREA -RARER E E M EARE 
互 -类 ， I 
14. fEx835 09 E |rh i — TRES, ES 是 ao- 环 但 布 是 2- ü 
数 ， 并 梗 得 . 贸 中 所 有 集 的 和 是 整个 空间 ， f 
15, VE. ez 是 2 的 某 些 子 集 册 组 成 的 在 意 集 类 ,A 是 9 的 任意 于 梨 ， 珊 
EU (W) NAFF (YE NA) 
16, 设 吕 = (- w, +o), $ 
i= ((a, b) | - o<a<b< + o} 
ef = dla, b) |- cadh + ook 
£= (la, b) | - o<g<b< + co 
m = Í (— so, gj o<a< + cob 
a = 4 (— eo, a) | -a+ co} 
f= {td + ee) | — e@o<a< + cob 
„ef= {ia, + oe) | — eo<a=< + sok 
A = ARRE} 
a a = ARAR} 
证 明 
g Ca) =B (k=l, 2, =, 5) 
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第 二 章 ”测度 和 外 测度 
$21 测度 的 定义 及 其 基本 性 质 


定义 1 HFE- TRR, MRF F HAAR E 
《部 .多 -的 一 个 元 素 ) 都 有 一 个 数 P( E) s 2 3, ME 我 们 
FP 是 定义 在 祥 上 的 一 个 集 淫 数 ， 
我 们 多 许 集 函 数 P 的 值 可 以 是 无 限 的 ， 但 它们 要 有 一 定 的 
FE. JERII “EER” H+ of- oo, :并 规定 它们 
的 运算 法 则 及 它们 和 任何 实数 x 的 关系 如 下 


十 9 土 X= +o + ( + co ) 
= +00- ( — SO) = + co 
— cat= 一 co + ( — os) 


= —G@5 — ( + op) = -09 


#rx<>0, HM 
( + ob )xX = x( + 5) = + @> 
( — ob )X = xX( — co) = 一 的 


车 x 之 0， mij 


(+ eo)x = x(+ co) = — ç 

( — SO)x = x( — So) = + co 

Oç +oey)= (+oo0 = 0 

(+ eS)( + eo) =(— o) 00)=+% 
(+ceo)X-%)=(-—çco)X+co)= —co 
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| cel = oo, =)= + co 

{+00)=—00, — co x + 9 
FERES ERSAK: 

+eo- (+02), =o- (- co) 

+0 += So), -00 (+o) 

士 oo7 0 


E: 有 时 也 将 + ce 简 记 为 cc。 


我 们 用 尺 表 示 实 数 的 全 体 R 青 加 上 + co、- co 所 成 的 “的 
广 数 集 ”， 也 称 及 中 的 元 之 为 广义 实数 。 数 直线 上 补 入 + co 和 
— co 后 ， 称 为 扩张 的 数 直 线 ， | 
TEB 33 JE D1E2S3E 92), PHE, ERPRH 
MEEA 
例 1 设 久 是 8 的 有 限 子 集 的 全 体 所 成 的 类 ,对 于 每 个 
ACF, 令 
P(A) = 上 各 中 元 素 的 个 数 
则 了 是 定义 在 . 弛 上 的 实 值 集 函 数 。 
例 2 设 避 是 一 无 限 集 ， 久 是 8 的 有 限 子 集 与 可 列子 集 
的 全 体 所 成 的 类 ， 对 于 每 个 AE.B， 令 
中 元 素 的 个 数 ， 当 和 为 有 限 集 
<o， 当 4 为 可 列 集 
则 了 是 定义 在 .经 -上 的 广义 实 值 函 数 。 | 
定义 2 设 P 是 定义 在 集 类 7 上 的 集 函 数 .如果 对 于 任 
FTA. BE gr. 3 WAP B= bH A+ BC Z BF, EA 
PLA +B) =PLA})+ P(B) 


raf A 


则 称 P 具有 可 加 性 . 
如果 对 于 . 穿 的 任何 不 相交 的 有 限于 类 {A1,…， 肪 ,)， 当 


iaca 
BJ, BA 
P(Y: J= EPAD 
则 称 P 具有 有限 可 加 性 ， 
如 困 对 于 久 中 之 集 的 任何 不 相交 儿 列 [A4,}， 当 
| LACET 


时 ,但 有 
s (Da, J= DPA) 


财 称 已 具有 可 列 可 加 性 〈 也 称 完全 可 加 性 或 o- 可 加 性 ) , 

定义 3 设 忆 是 定义 在 环 , 多 上 上 的 非 旬 广义 实 信 集 函数 ,如 
果 它 具有 可 列 可 加 性 ， 且 PC )=0， 则 称 P 为 .上 的 测度 ， 

易 知 ， 傅 工 号 例 2 中 的 集 范 数 都 是 测度 . 

谨 多 首尾 一 个 环 ， 对 于 任何 和 E 久 ， 均 令 P(A) = + co, 
则 P 了 是 久 上 的 一 个 非 负 的 具有 可 列 可 加 性 的 集 函 数 , 容易 看 
B, TRAER + ee 什 的 平凡 情况 外 ,区 上 定义 中 PC 四) = 
的 条 忻 可 出 PP 的 可 询 可 加 性 推出 。 事实 上 ， 对 任何 4E S. £ 

P(A)=P0(A+T+@0b+ +) 
= P(A)+ P(@)+ PI) + 
如 果 存 在 4E 多-， 使 P(4) 为 有 限 数 ， 则 由 上 式 立 即 推出 P) 
=。 于 是 上 述 关 于 测度 的 定义 也 可 以 简单 地 说 成 。 定义 在 环 
F 上 的 具有 可 列 可 加 性 和 且 不 全 等 于 + se 前 非 负 广 沈 实 值 函数 ， 
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称 为 环 .多 上 的 测度 ， 
例 3 kak Z, F =i, € 
P(Q)= 1, PX@)= 0 
则 P 了 是 上 的 测度 ， 
J 4 A= (@,, oz，0s…)， 针 是 和 的 一 切 子 集 所 成 的 
A, pain = 1,2,:-), AG. G 
P<A) = 23 Pas Pi) =0 


刘 了 P 了 是 .上 的 测度 ， 

定义 4 FEHMET. PEF ERM 
EE, ACS, WRP <+, 别称 A 具有 有 限 测度 . 

如 时 任何 4 贸 痢 具有 有 限 测 度 ， 则 称 测度 PP 是 有 限 的 ; 
如 时 EE .多 《〈 即 多 是 代数 ) 且 P+, MA PEER 
的 ; 如 果 P (2Q)=1， 则 称 了 为 概率 测度 ， 

设 4E 多 -， 如 果 存 在 一 列 集 4.E .FF (n=1,2,…')， 使 得 


AC| JA, B. P(A,)<+ co 
m= 1 ñ 


则 称 4 的 测度 是 -有 限 的 .如果 每 个 4E ,多 的 测度 都 是 oA 
限 的 ， 则 称 已 是 ARI. WE Qc 多 《〈 即 多 是 代数 ) 且 2 
的 测 座 是 o- 有 限 的 ， 则 称 P 是 全 go- 有 限 的 . | 


Hm, |J3FE 00 EF 62 5 BJ. EAA, WED p. < 


+o, MTAP HWE PELARE, MEO = +o, 


则 了 不 是 全 有 限 的 ， 但 它 是 全 o- 有 限 的 ， 
Hs weB- BA, A= {0h 2 ` 
P(0)= 0, P(Q) = +o 
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则 已 是 角 上 的 测度 ， 但 了 不 是 全 w- 有 限 的 。 

定理 1 环 , 多 上 的 测度 具有 下 列 性 质 ; 

C1) 有 限 可 加 性 ， 如 果 A, Aro ACF, BRER 
WAPA., 


(EA, )= Dran 
证 因为 
xA =Ait+' +A, +b + ó+ =-= 
于 是 由 可 列 可 加 性 及 Pe) =0 即 得 
P(A )=P(AD+ + PCA HPCE) 
+P( 0 )+ == 
= JU P(A.) 


k= 1 


P(A)=P(B) 
证 BLS ACB, k B= A +¿(B- A), +P: H u[ MË: r 
P(B) = P(A)+ P(B- A) (1.1) 


由 于 PCB- A)220, W P(B)Z=P(A), 
(3) MRH: HOUEA,BCE S, ACB, HBP0A)< +co, 
则 
P(B- A) =P(B)— PCA) (1.2) 
证 因为 PC(4)<+cee， 故 可 以 (1.1)》 MWA WE P(A) 
即 得 (1.2) ， 
CA) RAAE ME: MRA, m12 ORARET A 
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HACUJA,, Ml 


naei 


P(A)=< Y IP(0A,) 
证 令 
B,= A; 


B= A vA (A, 
JD 

A=(UJa,)ñna = (Ee. JA = S1B.nA 
于 是 由 PP BJ R FI] HPE 82 tE BIS 


PLA) = Y IP(B, 1 A)=< PB) S< Y P(A,) 


yai m= 1 择 一 上 


(593) 下 连续 性 ， WFA, EC A= 1, 2 sr"), {及 ,} 单 


调 增加 ， HJA, EF, WJ 


p( UJA, )= tim P(A,) G.3 
E 
f P(limA,) = lim P(A,) 
证 如 果 对 基 个 n, P(A.)= +co, D (1.3) Ç 592 £& Fš 
X, FH EPCA,)< +T oo(n = 1,22, y, $ 
B= Ais B. =A,- A, =: (n=2) 
£ n 
SB Ao [JA = £B, 
k=1 四 三 1 n=1 
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于 是 
P(A )=P (s, )= Y PB.) 
= lim T P(R,) 


aLr 


= limy P(A- A=) (Aso) 


nm. 
El 


= limy CPCA,) -PCA 
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=lim P(A,) 


CE) 上 连续 性 ， 如果 A.C 名 (n= 1,2 ，)，{4。} 音 


调 减 少 ， 人 1]4,E 色 ， 且 至 少 有 一 个 4。， PCA.) too, W 


r(A, ) =1im P(A,) C1.4) 
即 
Paim A.) = lim P(A.) 


证 不 站 设 PADS +o, 2 


4= 门 4。 
am] 
B.=-A A, (n=1,2,-) 
AB. AHE. H 
iim B, = Ai- limA, =A- A 
于 是 由 (5) 有 
limP( A: — As)= POT A: — A) 
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MI 
P(A) -lim PCA,) = P(A) — PCA) 


由 于 P(4JD< + ce， 丰 由 上 式 即 得 
P(A)=1im P(A,) 


EB G.D REX. 
定理 2 EF E oo-Ip, WME LEWE PRA TIER, 
(19) 如 果 A,S€ F ml, 2, -Jy mJ 


P(lim4a,)<limp(4,) (1.5) 


证 je B, = 门 4:， 则 {B} ARHI BCA., H 
limA, = limB, 
于 是 由 了 的 下 连续 性 可 知 
PllimA, )= P(rimB, )=1imP(B,)<1imp(A.) 
《2 ) pE AEF RFL, 2, J, HUH eE 3EEE N, 
使 得 P(UJA,)< + ee, WU 
PGlimA, )>limP( A,) (146) 
证 WB. =| JA, M2} AARD, BDA, B 
k=n 


limA, =- lim B, 
由 于 PCB < + ceo， 于 是 由 了 的 上 连续 性 可 知 
P(iimA, ) = P(limB，)= im P(B,)2TImP(A,.)2 
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C3) WRA E 多 (=1 2 limA 存 在 ， 而 且 存在 
正 整数 N ,使 得 PCL)A, )<+ co， 则 ü 
Pim A.) =lim PCA.) (1.7) 
证 由 (1) 与 (2) 即 得 . .: 
C 4 > MRA, EF M= 12t); 而 且 存 在 正 整数 N ， 4E 


IBO PLA D <+, W 


n = N 
PliimA, )=0 (1.85 
šE HO TPAHEDE3E SK m 


lim A, = ÜA, 


Ë = ri 


页 

P(1imA, )< (Üa J< PA) © 9) 
由 于 

OPCA, Z + eo 
W 


lim P(A.)=0 


于 是 在 (1.92 式 中 令 由 一 cs ， 并 注意 到 已 的 非 负 性 ， 即 得 
(1.8)... : 
定理 3 设 穿 是 空间 旧 的 某 些 字 集 所 成 的 环 ， P. Po 
SC ) 的 两 个 测度 ， 当 它们 限制 在 . 客 上 时 是 e 有 限 的 ， 如 果 
对 于 每 个 AE sz, 

s5 f 


Pi1(A) = Ps A) 
MESLE > EP =P;, 
证 mA SC 胸 ) 中 满 呈 如 下 条 件 的 一 切 集 4 所 组 成 的 
ETE 
(1) BEA, E 2Z7(n=-1,2,:), E P.(A.)< + So, 
E ` 
ac ÜA, 
C2) THEE, 4 P.(E)< +co, 
PENA)= PAENA) 
由 于 已 在 久 上 0~- 有 限 ， 且 记 与 P: 在 入 上 相等 ， 所 以 祥 中 
的 每 个 集 都 满足 (1) 5 (2) , KAF C... 
THERE AE Pi 与 P: 相 等 。 首 先 我 们 注意 ， 因 为 任何 
可 独 和 都 可 以 按 第 一 章 的 公式 (1.6) 化 为 可 列 直 和 ， 故 条 件 
(1) 中 的 集 列 (A. 可 以 这 样 选取 ， 使 它们 中 任何 两 个 互 不 
WH, TÆN AC, FERI A.C 2 E i$ PADS 
+œ, H 


AC A, 
于 是 

A=X (A, A) (1.10) 
LARE (2) 有 
由 d.i 与 (1,11) 立即 得 到 

P.CA)= P.C A) 


于 是 就 证 明了 在 -of E.P 55 P.S, 
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下 商 证 明 . 巡 是 单调 类 。 设 (B.) 是 .ex 中 尾 一 单调 集 列 ， 
由 于 每 个 BEA (1) ,所 以 在 .多 中 存在 一 列 集 (4 入 
使 得 PAYD + co, H. 


p. — Ü At 
由 此 有 


lim B, — M! Uas 


Cian] 


即 lim BEZ (1), SW EC gH PEZ +h}, 


PKEN Ba) = PEN B.) 

根据 测度 的 上 、 王 连续 性 及 条 人 忻 P.C(E)< +ce 有 
P(E flim B.) = limPi(E nB.) 
PaE N limB.) =lim P(E) B. 


由 也 上 三 式 即 得 

PLEN limB-》 = P Ef] limB.) 
因此 lim 8B. 满足 条 人 忻 (2 ) ， 于 是 lim B.C A. Wk ef 是 单调 
类 。 于 是 由 第 一 章 $1:2 定 理 5 的 推论 可 趣 (BF Cs， 所 
UEFI E P= Pa 


习 题 2] 


1. 设 了 是 环 .多 LENE, A.B. , 则 
PLA)+P(B)=P(AUB)+P(ANB) 
2. WP 32 LANE, A;,A., AES, M 
PALUA UA) =PCA HPA D EPC) -PAN A:) 
-PLA NAD- P(A, n As) 
+P(A NA: N Az) ` 
HETARA E n 个 集 的 情况 。 
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3。 设 呈 基 定义 在 环 . 久 上 的 广义 实 信 汞 数 ， 如 果 它 共有 可 加 性 ， 
和 且 , 贸 中 至 少 存在 一 个 集 六 ,使 P(4)<+c， 则 P($)=0. 

4. BPE 0- 环 , 统 上 的 一 个 测度 ， 则 其 有 有 有限 测 麻 的 一 切 集 所 组 
成 的 类 浊 一 个 环 ， 具 有 0- 胡 限 测度 的 一 切 集 所 望 成 的 闫 是 一 个 o- 环 。 

5。 设 已 是 o- 环 S 上 的 一 个 0 有 限 测 度 ， 邵 果 具 有 有 限 测 度 的 一 
切 介 所 组 成 的 类 是 一 个 o- 环 ， 网 测 工 了 必 为 有 洪 。 

6。 设 ef 是 一 个 非 空 类 ，P 了 沪 , 迁 (_z 7 上 的 一 个 测度 ,如 时 对 于 枉 
WAE AEE PLA) co, W PERCA) ERA RA. 

提示 ; 利用 习题 1,2 第 15 题 中 的 结论 . 

7. 举例 说 明定 理 2 的 (2) 与 (3) h, FEEBS NE 


(Ua )< + 


的 条 忻 是 不 可 省 略 的 。 f 

8. AP EH EESE E, EAE A EPA) 
< + eo PJ 43 AS R A BJ. 

9。 举 例 说 明定 理 2 的 《4)》 h, Aires rN, E14 


P P(A。)< + co 


BRER uj AIR. 

10, EF EIEL ATE RR, RES 上 定义 一 个 不 恒 为 0 
的 测度 。 

11。 设 9 是 任意 的 一 个 非 空 集 ，. O 的 所 有 子 集 组 成 的 o- 代 
数 ， | 

(1) REF FE R TIR AERA B BDE, 

《2》 REF LEXA -ARNE 

12。 设 8 是 一 可 数 无 限 集 ， 娘 -是 一 个 类 ， 它 的 元 素 ACA REH 
BEREH ERR. 

念 i 
0, 如果 入 为 有 限 集 


P(A)= 
G ， 如 果 人 4 HARR 


征明 
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Ci) F 是 一 环 ， 
《22》 了 卫生 有 下限 可 加 性 但 不 具有 可 列 可 加 性 
《3) 名 大 一 单调 增加 集 列 {4,} 的 极限 ， 其 中 A. SZ ER. P(A,) 
=0, JBP( Q = 1, 
13, É P. E E X TEM: SZ I. dF o ur HB AR., WDR A Az 


J SZ 中 的 不 相交 沫 及 STA, S S”, EY 


f = 1 


e( 52A, J> Dran 


$2.2 外 测 JE 


EXT 讽 哆 基 空 间 台 的 某 些 子 党 所 组 戌 的 o~ 环 ，P* 蚌 
定义 在 多 上 的 集 男 数 ， 如 果 它 满足 
(1) P#(0)=0; ` 
(2) PWE: SABES, H. 4CB 时 ， 有 
P*(A)=P*(B} 
C3) REFIRE: SAET m=, 2, eO, A 


P*(U 4, )< Era 
则 称 P* 是 .多 上 上 的 外 测度 。 
ER, MEER. RRE, HTE E 的 AC Sr, 
H-F $C A, Web P* 的 单调 性 即 得 
P*(A)>P*( $ )=0 
外 广度 也 是 次 有 限 可 加 的 ， 事 实 上 ,， WAER (k= 1， 
2 ;sR)， 则 由 PY 的 次 可 列 可 加 性 及 P*(8)=0， 有 


(Ü. ) = p* (Ua: 910 ros ) 
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< 》 PCA) + P%>(46) + PF0(0) + 


= PHA) 
Dm. FERME- EEE F 上 的 外 测度 。 然 耐 ， 下 面 
的 例子 表明 ，. 多 上 的 外 测度 却 未 必 有 是 多 上 的 测度 。 
例 1 设 久 是 空间 9 的 某 些 子 党 所 组 成 的 o- 环 ， 令 
和， 当 4 = 由 
1, AG H.A> ó$ 
则 | 显然 P* 蚌 字 上 的 外 测度 ,但 如 果 贸 人 合 有 两 个 互 不 家 交 的 非 
FRAGE, BJ 
P*(A+B)=1 
P(A) + P*(B)=2 
故 P* 不 是 测度 . 
. 引 理 1 RF ERZA HESTER A m” Ai 
GE VEREA h — FR BER O Ri TA Hy EE UR 
的 类 ， 即 


P*a) = Í 


PER) ={414c8, 存 在 4， € Sr(n=1,2,.) 


taca, } 
划 

(1) FO (FR) 

(2) FAC DELET) W AREN TRERT SF (7 )， 

《3 ) (F) E-I, 

证 C1) 5 (2) EER. FEIER). H (2) 
ML. DEUI) IE AER A AA RESE (GF) 对 可 列 
和 运算 的 封闭 性 。 
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设 4,E 人 (BF) (n=1,2;…)， 则 对 于 和 钴 个 有 ,， 存 在 A 
CE=1,2,'"), 使 得 . 


A, <Ú At 
于 是 有 
Ü a. =Ü Vo 
其 中 (A) Cnsk =1,2,…) 是 中 的 一 列 集 ， 故 


LJA EF) 


EX2? 设 . 人 多 是 室 间 只 的 某 些 子 党 组 成 的 非 空 类 ， 如 果 
当 BE eW, ACB 时 , Ef AC, WEET. 

由 引 理 1 530, SF (Sr yk b) S M ht af Pep c- 环 , 我 
们 称 它 为 由 .名 产生 的 可 传 ot. 

例 2 Wa EEEN, FERATE (包括 空 集 
$9》 的 全 和 体 所 成 的 环 ， 齐 (4. 久 是 上 的 有 限 子 要 (包括 空 集 
四 》 和 可 列子 集 的 全 体 记 成 的 类 . 

定理 1 设 久 是 空间 吕 的 某 些 子 集 所 成 的 环 ，P 是 FZE 
的 测度 ， 当 AE .92 (FF) 时 ， 令 


PHA)= inf DOPADA EFH AC Ua, 1 
(2.1) 
MPEP (gr) ERINE, BETZ EP*=P, 
P*AF2 WEA ERN EE P BIH BJP Ez 
证 P*O )=0R PIRENEA. T 
面 证 明 PRR AR EE, 
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设 A,E SEHU ns 1,2,:). H P SF F Eo, 故 


JA. € oF) 
m 

SPHA.) = +00 
风 当 然 有 


Px( 人 Ja. Js EPAD (2.2) 


上 下面 考 虑 所 有 P*(A,) 过 + oo 的 情况 。 任 给 eə>0, 根据 P* 的 定 


S, WJ Ans 存在 
AWE (k=1l,2,:)2 


使 得 
A. Jaw 
k=1 
E. 
FPCA SPCA,) + 
kml 
因而 
T YTPC(AS) < 2 PIA)+E 
m= 1 k=1 p= 1 
但 
到 m £ 
Ua cU Uap 
#=1 kel 
wE 


(Ua. )<>; pA < EPH A. +e 


mal Ẹ=] Ñ L 
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仿 e 一 0 就 得 到 2.2) 式 ， 于 是 就 证 明了 P* 的 次 可 列 可 加 性 ， 
二 而 证 明了 PELT) ERRE. 

在 多 上 P*=P 是 显然 的 . 事实 上 ， 设 4E .多 ， 则 由 测度 
的 次 可 烈 可 加 性 ， 对 于 任何 A,C 7 mS l, 2e) | E 


Acl ja, 
时 ， 有 


PA) < Y'P(A,) 


m -1 


P(A)= int [IPAD] AE Z” Bac| JA, } 
=P*(A) (2.3) 
另 一 方面 WAA A, =n WA € nl, 2, H 
AC|JA,, BhP ESA 


K-i 


P(A)E YY P(A) = PCA) (2.4) 


下 到 二 


H (2.3) 5 (2.4) 加 得 P*(A)=P(A), 
定理 2 j BR# 是 由 环 .多 -上 的 测度 已 引出 的 外 测度 ， 如 果 
ACF, BE VL )， 则 


P*(B)= PHBIN A)+ PF(B— A) (2.5) 
证 由 于 
B=(B0A)J@-A) 
故 出 P* 的 次 有 限 可 加 性 有 
P*(B)€P*(BNA)+ P*(B- A) (2.6) 


"FLER 48 T E 
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P*(B)>P* (BN A)+ P*(B- A) (2.7) 
如 果 PX(B) = +co, M (2,72) 显然 成 立 。 故 只 要 讨论 P8{ 五 )< 
+ece 的 情况 ， 
由 P*(B8) 的 定义 知 ， 对 任何 e>0， 存 在 ACAMEE, 


2) , W Bcl JA, E 


Fel 


Pš#(B) +e > 5 PA.) (2.8) 


nei 


w 
AZA, NQA, AZZÁ -A 
MAr AEF. 显然 
P(A,.)=P(A; +A D SPCAL)+ PCA) 
(J A:= U na) =((JA. )}NA>BNA 
m=i m= n - 1 


Ua -U (A= A) = (J4. )-458-4 


Nt 


Y PIAS)= JUPA!) + OPCA?) 


>P* BNA) +P*(B- A) (2.9) 
从 而 由 (2.95 及 (2.9) 有 l 
PHB) +8>P*(BN A) + P*(B- A) 
令 e->0 即 得 (3.7 , H (2.7) 与 (2.6) 即 得 (2.5) 式 。 


习 题 22 


1。 设 P+ E 2 fE 叶 环 . 统 上 的 具有 单调 狂 和 次 可 列 可 加 性 的 澡 画 
数 ， 且 己 " 不 剧 等 于 + 9， 忆 "是 否 是 .史上 的 外 测度 ? 


44 


2。 证 明 两 个 外 测度 之 和 是 一 外 测 庶 。 
3. WP * SP, "是 c- 环 .史上 的 两 个 外 测度 ， 令 
P*(CA)=min(P,"*CA), Pa'ia), ACSF 
Q*(A)max1P (Ap, PAMA), AEF 
P* 50ER ES 上 的 外 测度 ? 
4. WAP, HE SEX #E o- 35.2 E BJ3FMWJEF3R2J, {0a} 是 一 个 正 实 
数列 ， 令 


P(A)= Yaa P (A) 
EEP E.Z LANE. 
5. Q= {0 o EI DS Fj K 外: 与 o: HEN, A 是 
号 的 一 切 子 集 组 成 的 类 ，P* 由 下 式 确定 。 
P*((@ I) = 1, P*((@,)5=2 
Prp) =0, P'(Q) =a 
Epa W LRA. 
(1) $ a 218 hp. 是 .多 ERARE? 
《2) 3a JAAR 52 LUWE? 
6。 设 上 是 全 体 正 加 数 的 集合 ，. 啊 ”是 由 避 的 一 茹 征集 组 成 的 类 ， 
对 于 吕 的 每 个 有 限 子 梨 有 及， 以 Pt 六) 袁 示 4 中 点 的 数目 。 令 


P*(E)= Tm REN 2 e a), E€ Sr 


ONE) = Bm. P(En(1,2,-- n), EER 


P* 与 怠 * 是 否 为 . 呈 上 的 外 测度 ? 

7. 证 明 任意 放 个 可 传 o- 环 的 交 也 是 一 可 传 0- 环 。 

8. EYOF) RRAS 的 最 小 可 忧 o- 环 。 

9。 设 P 是 0- 环 . 久 上 的 测度 ，P* 是 由 P 引出 的 外 测度 ， 证 骨 如 果 己 
是 9- 有 有限 的 ， 则 P* 也 蚌 0- 有 限 的 要 果 了 是 肖 限 的 ， 是 否 了 :也 有 限 ? 

注 。 关 于 外 测度 的 有 限 或 0- 有 限 等 构 念 ， 可 以 仿照 关 于 测度 的 祖 应 
概念 来 定义 。 

10. 设 贸 是 的 某 些 子 集 所 成 的 0- 环 ，P 是 5Z- 上 的 测度 ， 含 

P*LA)= inti PBD ACBES}, ACOP GE 
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证 明 P* 就 是 由 卫 引 峙 的 外 测度 ， 
il WE F 是 一 般 的 环 〈 即 未 必 是 5- 环 )》， 上 题 电 的 结论 是 咨 成 
3E? 
12, E F 是 台 的 某 些 子 华 所 成 的 -I PEF 上 的 测度 ， 令 
P.CA)=sup(P(BY| AƏR68.27 1, A E DP (Er) 
PA i PELHA, 证明 
(1) P.00y=0, PAo (AS OF (27) 
《27 RA, BE SECI) H ACB, Mi 
P.(A}SP.(B) 
C37 BASEL (S) h 2 fJ AS 4284251, W 


P.[ TA, J> EPA) 
n=l 中 二 上 
C4) BA, BEDES} HANB=ġ, N 
PA DEPA) + PBAPP A+ B) 


§ 2.3 测度 的 拓展 


上 节 的 定理 2 启示 我 们 引入 下 面 的 定义 

定义 1 设 P* 是 o-r ELWER, AEF, WEAF 
ERBE ,多 -都 有 

Pi(B}= PC(BN Ay + P%(B — A) (3.1) 

WFA E Ps- 可 测 集 ，P*- 可 测 集 的 全 体 沁 为 S", 

等 式 (3.1) FAR AEAEE (Carathéodory) 条 
件 ， 它 也 可 以 写 为 

I Pš(B>y = P*CBD AY + PXCBN AY) 

EEI 设 P* 是 0- 环 7 上 的 外 测度 , 风 P*- 可 测 集 的 全 体 
Seo* 是 一 个 c- 环 ， 而 且 P* 是 SG2x* 上 的 测度 ， 

Sex 上 的 测度 Bx 称 为 . 色 上 的 外 测度 Px 所 引出 的 测度 . 

证 分 以 下 几 步 来 证 明 ， 
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(1) 证 明 SY* 对 和 运算 封闭 ， 
ÉE Ar AG Sr*， 则 对 于 尾 意 的 BEF, 有 
P*(B) = PE(BN AD TPHCBNAN) ` 
=P*(B LA QA: + PA(BN A, D A!) 
+P*(BR A AAD + PICBNAINA:) 
(3.2) 
BABACA UAD (3.2 Hy B 45% 
P*(BN CA,í1J A2)) 
=P*(BN <A JADNA N A+ PBF CA UA) 
NANA + P*(B R (Ai JADNA N A) 
+ PX(BN CAIU A NN ANAD 
= PHtBN AN A) + PECBI A: YAP) 
t+ PBNA:N A) (3.3) 
代入 (3.2) 得 
P*(R) = P* (BA (ALU Ay) + PECBN A!I NA!:) 
= PCBN CA: U A:)) + PCBN (A L AD") 
所 以 集 4UA: 满 足 卡 拉 太 屋 狸 里 条 和 件 ， 故 A, UAC S°, 
(2) ENF HARER., 
RAs AC S, BEZ. JJ BN CA, A; ARE (3.25 
中 的 五 得 f 
PBN CALCA = PHBN KA: UA) 
= PABN CA UAD NAN A) + PICBN CA U A) 
NANA +TP%#(B I CA: UA: NN ATIN A;:) 
+P*(Bf (AL UADN AINA) 
= P*(BN Afl A2) + PEHBN AIN A;) 
~ +P*(BNAiNA:) 
代入 G.D 式 得 
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P*(B)=P*(BN AIN AL) + PS(B R CANA: ) 
PARANA: = A 一 入: 满 足 卡 拉 术 屋 独 里 条 件 ， 故 A 一 入 ; 所 
F", 

C1) 与 《2 ) 表明 ，57* 蚌 一 个 环 . 
(3) EBES, Ar A SPE. ANA =G, 证明 

P*(BN A: + BN A =P*{BN A1) + P*(B N A;) 

(D 
HREF 

AN AA:=$, ANAA 

Ai NA:= Az 
FER GD AEH GO X, 

用 归纳 法 可 将 G.O 式 推广 如 下 : 设 A.C 2* (k=1, 
Zs w BA NA = Ge], MAAR BESA 


Pr*( SB A )= OPNA) (3.5) 
k=i =} 


《4) 证 明 52”* 对 可 列 直 和 运算 封闭 。 
设 A1E EGpA(RE= Le), ANA spa, H+ SE 


环 ， 故 
YA, € 2Z* 
于 是 出 卡拉 水 里 外 里 条 件 及 (3.55 式 ， 对 于 任意 的 Bc Z+ 


P*(B)= P*( BN YTA, )+ P*( an (于 4， ) ) 
imt t= 


>> PEN AD + pr( sa(Za Y) 


令 n>oo 得 
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PBSI PNABNAD+ P* (Br (DTA) ) 
kml 


> P*( BN DA )+ Pp*( sn (Ea y) 


£3.6) 


B= BN XA, + BN (YA, ) 
HH P**KA EA 
P*(B)<P* ( BN 于 4， )+ pr( BN (DA ) ) 


(83.7) 
H (3.6) 与 (3.7) 即 得 


P*(B) =Pp*( BN A )+ Pr( BN (DA )) 
t=: z: 
3.8) 


帮 Z A, WEFÈERKEMEAf Him 


LA € GY 
=l 
推论 由 Ge 与 (3.8) 有 


k 


2 - ` , 
P*(B) = S PS(B DYA, + r*(Bn(5A.) ) 
æ kmj 
f l (3.95 
(50 证 明 p* EL ew r MBN BE , I 
HAE Se*(k=1,2,- HA, ñ A, = (iM) , Æ (3.9) Y 
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h B = S'A: 即 得 


P*( YA, )= Vp*(AL) 
i-L k=i 
BH P# 在 So* 上 可 列 可 加 ， 因 而 是 S97* 上 的 测度 。 
(6) 证 明 .S2p*# 是 c-t. 


HAEG”, A= | JA... 令 


Bi =A i B 2A UA GA, (nz2) 
HASE, WkB.C So*， 于 是 由 (4 》 太 第 一 章 公 式 (1 .5) 
有 

A=} BC 


故 Seox 对 可 列 和 运算 圭 闭 ， 又 《〈2)》 中 已 证 2* 对 盖 运 算 封 闲 ， 
故 S2* 是 g- 环 。 

EX2? 设 P 是 环 久 上 的 测度 ，AE r. 如 果 P(A)=0， 
则 称 4 是 PER, AREE, 

由 测度 的 非 负 性 和 单调 性 可 知 ，P- 零 集 的 子 集 如 果 也 属于 
多 就 必然 也 是 零 集 . 但 对 一 般 环 .多 上 的 测度 P，P- FER T 
集 不 一 定 属于 .多 

H1 WO Ej), Sr = 19.0), 

PER) = P(&)= 0 

出 P 是 环 久 上 的 一 个 测度 . 当 上 9 至少 有 两 个 元 素 时 ，8 的 每 个 
非 空 真 子 集 都 不 属于 多 I 

定义 3 设 王 是 环 .多 上 的 测度 ， 如 果 完 中 任何 P- 零 集 的 
任何 子 集 都 必定 属于 ,多 ， 则 称 吕 是 完全 漂 度 。 

例如 ， 上 例 中 的 测度 了 不 是 完全 的 。 
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例 2 设 空间 吕 是 任意 一 个 非 空 全 ， FERA 的 所 有 子 
集 的 全 体 所 成 的 环 。 在 名 中 任意 定 一 个 元 素 a， 令 
| 0 ， 当 a# A 
ra= Í AEF) 
1, HaC A 
WU PEF .上 的 完全 测度 . 
引 理 ” 设 P* 是 o- 环 上 的 外 测度 ， 如 果 AE Sr B. PHA) 
=0, WAE .Ser， 
证 ”对 任何 BE 入， 由 外 测度 的 单调 性 及 非 负 性 ， 有 
OEPH(BN  A)=P%(A)= 0 
WA 
P#*(BNA)=0 (3.10) 
又 由 了 的 次 可 加 性 及 〈3.10) RA 
P*(B- A)=P%(B) 
` <P%(BI1A)+P%(B-— A) 
` =P%(B— A) 
+L 23611, Aiet 365 akka k, HB 
P*(B) = PFS(B YA) +P*(B-— A) 
因此 AE se*, 
定理 2 ” 设 Y 是 一 个 可 传 o- 环 ， 则 由 97 上 的 外 测度 Pp* 所 
引出 的 测度 是 G2# 上 的 客人 全 测度 。 
证 设 BE go*，ACB 有 有 P*(B)=0, BUT BE 多 而 .多 是 
可 传 类 ， 故 4E 多 ， 由 屏 的 单调 性 及 非 负 人 性 有 P*CA》=0， 于 
EASA, ACF, WLA B# 是 完全 测度 ， 
ENMI Ü, 与 .多 是 空间 鼎 的 某 些 子 集 所 组 成 的 两 个 
环 ， 疡 与 P 分 别 是 ,多 :与 鹤 * 于 的 测度 如果 FCF e HE 
F EPSP, WAPE Pi 由 .名 ,拓展 到 六 ;的 拓展 测度 ， 
下 面 我 们 权 讨 论 如 何 将 环 久 上 的 测度 拓展 到 多 所 产生 的 
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RFLP EE, 

定理 3 P RDF EUM EE, P E: H P B| BL B.S (Se) 
EK hW., MAWR P* 引 出 的 S#* 上 的 测度 是 了 的 拓展 测 
EE, 

证 定理 1 已 经 证 明 P* SLAWE, TG S 2.269 FE 
2 则 类 明 , 钙 中 的 每 个 集 都 是 Pt- 可 测 集 ， 放 有 久生 SY*， 叉 由 
82.2 的 定理 1 知 ， 当 4E ,多 时 ，PxC4) = P(A)}、 于 是 就 证 明 
了 2* 上 的 测度 P* 确 是 了 的 拓展 测度 ， 

注 ， 由 定理 2 知 ，P 由 .名 拓展 到 SY* 上 的 拓展 测度 P* 是 完 
EWE. 

今后 我 位 凡是 遇 到 环 .多 上 的 测度 王 ， 总 是 立即 拓展 成 为 
A* 上 的 测度 ,在 不 致 发 生 混 湛 的 情况 下 ,， 57* 上 的 这 个 折 展 测 
度 仍 用 记号 了 来 表示 ， 这 样 就 把 P 的 定义 域 扩大 了 ， 

定理 4 设 了 是 环 . 史 上 的 测度 ， 风 在 zc- 于 22 (8 多) 上 存在 
一 个 测度 王 ， 使 得 当 4E Sr, 

PXA=P(A) . 

如 果 卫 是 久 上 的 zc- 有 限 测度 ， 则 上 上述 Go 人 (多 ?上 的 测度 王 是 唯 
一 的 


五 称 为 王 由 .多 拓展 到 S( 多) 的 拓展 测度 
证 ”存在 竹 实 际 上 已 在 定理 3 PEH, 事实 上 ， 由 于 Ge# 
是 oz- 环 ， 且 多 一 Srx， 才 SLPS", WEA AESF) 
时 ， 可 令 
P(A)= Pp*CA) 

则 了 就 是 了 P 由 名 拓展 到 SC9F) 的 拓展 测度 ， 

拓展 测度 的 唯一 性 可 直接 由 $2*1 的 定理 3 推出 ， 

今后 在 不 至 引起 混淆 的 情况 下 ， 对 于 CL RSh HE 
A4。， 我 们 也 将 以 P(4) 来 代替 互 (4) 或 PtCA)。 
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定理 5 设 P 是 o- 环 安 上 的 测 席 ， 贸 是 一 切 形 如 AUN 
之 集 组 成 的 类 ， 其 中 ACSF., NE 多 中 测度 为 零 之 集 的 子 
集 ， 即 NCME FZ BEP(M)= 0, WH 
《1) 多 是 一 个 o-i, 
(2) 由 等 式 P(AUN)=P(A) (3.11) 
确定 的 集 函 数 记 是 多 上 的 一 个 完全 测度 。 — 
PP 称 为 P 的 增补 测度 《简称 增补 】 或 完全 测度 。 久 则 称 
HF ARTF PREIE. | 
证 分 以 下 几 个 步 又 米 证 明 ， 
C1) WE, ECF, W| EsAUN, E:=AzUN:, 其 
H A A NCMEF, MOME, B P(M)= 
P(M.) = 0， 出 全 代数 易 得 
E, —E; = {AN A! M2) UN, 
其 中 NCM UMa HT Ai At, ME Z”, PM U M:) = 0, 
RE- ERES, W FHARR, NERF 对 可 列 利 
运算 封闭 ， 故 .多 是 o-~ 环 . 
《2) 由 (3.11) EX hI P REEE E N. 
设 AUN AUNE F, Hp 
AEF, MOME g”, P(M:) = 0 
A;C BF, MOCME, PIM) = 0 
我 们 有 
PEAD =PLAN A2) PCA- Aa) 
由 于 . 
Ar- ACCA: U N2) - AsCN: 
WN P- A) =0, PEU 
PAD = P(AÉD As) 
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根据 对 称 人 性 有 PLD = PADA), TEA PUA =P(A;:), 
(3) PEZ LIME. 
为 此 尺 须 证 PP 的 可 列 可 加 人 性, 设 E.C 2B(R=1, 2, =) 
朋 互 不 相交 ， 设 .= 4 UN., Hp 
A, r, NCM, EF, PIM,)=0 


pj 
P(5 E, )= P(A UN.) ) 
=P(( A NU (TN, )) 
=P(YA,)- EPA.) = TPE,) 
(4) 记 是 完全 测度 ， 
设 MCAUN E Z”, Hp 
Jl) 
MZAUBE E, P( AU RB)=0 
MEF, 


在 以 下 诸 引 理 及 定理 6 中, 设 P 蚌 环线 上 的 测度 ,P* 是 由 
PP 引出 的 外 测度 ，S2# 是 P*- 可 测 集 的 全 体 ， 卫 在 S#( gS) E B 
拓展 测度 仍 记 为 P， 此 拓展 测度 的 增补 测度 记 为 了 ， 其 定义 域 
则 所 为 (7)， 

引 理 2 ”PpP*- 零 集 都 是 P-E. 

证 šE P*(A)= 0, 根据 PORES, 对 于 任何 正 整数 
n, EEA Ekl, 2) ,使 得 4C 囊 A 和 且 O 
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y: PCA.) < -L 


kei 


=: 


£ E=[Í) UJA WME ACEES(97) R. P(E)=0。 由 于 


下 是 完全 测度 ， 故 由 此 有 PC4) = 0, 

引 理 3 如 果 4AEGorx 日 P*(A)< co, MACES) RH. 
P* (A)=PCA), 

证 根据 Pt(4) 的 定义 ， 对 于 任何 正 整 数 h ， 存 在 A. € 


(k=1,2,…) 使 得 AE 【 jA TH 
kmi 


P*(A)= Y T PAn) SPA) +Ñ 


k=l 


D; 


令 E= 门 UAn 则 ACEE SCO, H 


有 mL bel 


P*(A)<P*(E) = P(E)<P(UJA., ) 
bmi 


<P OPCA, E P*(A) + 


k= 

@n—coBJiikP*(A)= P#(E = P(E). 因为 AE 2Zz*, EC 5*, 
s | 

P*(A)=P*(E)=PE(A)+ P*(E-—- A) 
由 于 P*(aA)<co， 故 由 上 式 有 P'(E- 4)=0， 于 是 由 引 理 2 
M, E- AC (G9) 有 为 P FE, 又 由 于 E € (9) C 
S (gr), 于 是 有 

A=E-{E-A)E F(R) 
且 

PCA) = P(E)- P(E- A) 
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= P (E) = P(E)= P%(A) 
引 理 4 ”如果 了 是 环 多 上 的 go- 有 限 测度 ， 则 P* 是 多 * 上 
的 o- 有 限 测度 ， f | 
证 由 于 SA*C DP(Sr), AAT bt FAC 22* ,存在 4,E 2 


(n=1,2,…) 使 4CLJA4。， 又 因为 在 -上 是 RRR, 
页 对 于 每 个 Aan FEA C 2, PLA ,)< co(k=1,2,-), 
使 得 F- E am Ui 于 是 


| U A... PHA, = P(A,,)<oo 


C 


HTA f P 测 度 是 o- 有 限 的 . 
定理 8 设 P 是 环 .上 的 o- 有 限 测 度 , 则 PP 与 P* 恒 等 , 即 
P<0AY=Pš(A), ACSF) = S* 
证 ERACI), Nj A=EUN, P(€A)= PXE), 其 
中 EC GILA) NCME FPLR), POM) =0。 因 为 (BF) CO 
S*, KEC %*, MC S04， 由 于 P* 是 完全 测度 ， 帮 NE Se, 
于 是 有 ACSH 
P# (E) <P%(A) <P (E) + P*(N) = P# (E) 


于 是 有 P*(A4A)=P*(E) PCE) ， 从 而 有 P*(A)= P(A), 
现在 设 AC Set, H34 知 ，P* 是 Sr* 上 的 0- 有 限 测 
EE, 于 是 存在 AE Prin=1, 2, =), PCA) <o, 使 得 


ACUJA., 令 


aa 
B,= A, B. ATA, += 
B SAA As 
网 有 
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4a=(U4， )n A= DB.NA 


由 于 B, AC 2*R. PX(Bi 们 及 ) 之 oo， 故 由 引 理 3 有 BAA 
€ (r) B. P*(B, 1 A)= P(B,NA), TEACSA) H. 


PA) = Y P*(B. NA) = Y'pOB,n A) = P(A) 


i=] n=} 


习 题 2-3 


1. É P Jo-3F2Z LERE, <, 是 一 切 形 如 AUN 之 集 组 成 的 
3⁄8, Fa AEWA- NZ RARER, Fa EMm AAN 之 
集 组 成 的 类 ，,. 多 4 基 一 切 形 如 (4 -Ni)UN :之 捍 叶 组 成 的 类 ， 其 中 由 E 
F, N,N I N.E S R WEN 32 30 dB. 证明 

Fa = , = 2”, = S, 

2. WP E: 0- 环 9 上 的 测度 ，, 吕 AF ART P 的 完全 化 ， 五 是 
了 的 增补 ，.22 (家 ) 是 包含 .多 的 最 小 可 传 o-sF. P * 与 P, 分 别 为 由 卫 引 
出 的 28 多) 上 的 外 测度 和 内 测度 〔 参 见习 题 2.2 问 题 10 与 12)。 证 明 ， 

(1) 3 AEF, MJ PLA) = P'(A)=P(A) 

(2) WUEP.(A)=P'(A)<co, WJ AF27. 

3. 下 面 的 例子 者 表 ， 在 定理 4 中， 为 了 保证 SAO 上 的 折 展 测 
度 的 唯一 件 ，B 在 .8 工 为 rc- 有 限 的 条 件 是 不 可 少 的 ， 

设 吕 是 有 理 数 的 全 体 。, 多 -是 O 中 有 限 个 左 开 右 闭 区 间 的 和 集 E= 


(jca ,bi 的 全 体 所 组 成 的 类 。 册 .G5F 是 一 个 环 ， 
k= 
注 ， 避 中 的 左 开 有 闭 光 间 的 定义 是 
(a,b)= (0 |ë € 2, a<osbr 0,8 为 有 理 数 ， 


(1) SUF 由 各 中 的 一 切 子 集 组 成 ， 
(22 ASS, + 


AF00 809 438. 35 A 3238 B 38 


. P(A)= 
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MPESA AE, BEF LT E-A R, 

(3) WMKA)=2P(A), AEG (F). WEZ EMP, BES 
¿27 ) EED ar; 

(4) 对 限制 在 多- 上 的 测度 了 按 定 理 3 求 出 折 展 测度 P*。 斌 将 P* 
MEFO EWP HER. 


$2.4 $ ig Aiie (Lebesgue 
-Stieltjes ) J] Jë 


EX1 设 F(x) RSESTER=(- °, +) 上 的 实 信 请 
数 ， 其 果 满 足 条 件 ， 
(1) F(x)'ñ 38 56JH, BMx cx, A Fix) sS<F(x;); 
(2) FOGE., MME R 时 有 
Fix+0) = lim FCX’) = F(x} 
MEFO TAAA. MER F(x) 还 满足 
(3) F(—co) = lim F(x)= 0; 
F( + eo) = lim F(x)< + eo, 
MWE F(x%}) 是 定 分 布 函数 . 
满足 条 件 F(+ oc) = 1 的 定 分 布 函数 称 为 概率 分 布 函数 。 


设 _ef 是 所 有 有 限 的 左 开 右 闭 区 间 (a0) 所 组 成 的 类 . 
F(x) 是 一 给 定 的 分 布 函 数 ， 寿 .af 上 定义 一 个 集 本 数 了 如 下 : 


Pila, bD = F(b) — F(a) (4.1) 
注意 ， 当 a= bif, 区 间 (a ,如 理解 为 空 集 ， 因此 
Píġ)=0 : 


TERTE EAKA P 的 一 些 性质 . 
引 理 1 设 4,E ik= Y,2,: n) HERH, WEA, C 
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Alk = 1,2.. 1)， 其 中 AC ue, MI 


IPCA D SPIA) 


rK=1 


证 令 
= Earb) k=0,l, HR 
AR -A ERATE RE 
ME s =a, 
由 于 诸 A (kK= 1,2, eom ETA. KAS 
tSn Sb a =b =S. sa , =< b, = bs 


于 是 注意 到 FOOR RAHA 


SPIA, ) = LPa, ) ~- F(a,)2 


上 一 上 


"= 


SYF) F(a,)) + PO UFCa,.4) 


1-1 k= 1 


—F(b,)1 
=Fú(b,) ~ F(a) 
=F) —- F (aa) 
= P( Aa) 
引 理 2 设 Ao= [ao，bo] BARAKE, Ar = (a, b.) 
(多 = 1,2,…;n) 是 有 限 开 区 间 ， 且 


AC Ú A, 
则 
Fb) — Flao) S< 2 CFC) — F(a,)2 


t=1 


证 只 要 去 掉 那 些 多 余 的 A;:， 并 适当 改变 编号 ， 我们 就 
可 以 假定 ， 
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qia <bi, a, <ba =b, 

Btt Cb Abr EK=1,2,. n—1 
于 是 ， 注 意 到 F(x ) 的 单调 性 有 
F(ba) — Fla <<P(b,) — Flia) 


a~l 


= F(b) -Fla + Y CPD )—- F(b,)2 


k=l 


m—1 


SF) - Plo) + Y [Pb LL) -F(a,+,)3 


k=1 


= JO CF(b,)- F(a,)) 


kmi 
引 理 3 设 AiE tk=0,1,-…), H 


A.C JA, 


则 


s 


PADS P(AL) 
证 令 
f A,=(a,,b,3, k=0,1,= 
acb SERBARE., TERE a bai 的 情形 ， 设 e EBE 
ERRA b-a 的 任 一 正 数 。 由 于 五 连续 ， 故 对 于 每 个 
k=>1, F s, >E 


F(b: +e) = EO) <E 
令 
五 = [Cao te, bo] 
Ei= (ars bite), k= 1,2," 
则 
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E, — UE, 
于 是 由 有 限 覆 盖 定 理 知 ， 存 在 nt 使 


EZ (Je: 
JES] 2, # 


Fib) -Film+ es [Fh +e, )— Fa) 
k= L 


= SJICF(b, + es) — Fb) 


k=1 


+ JO CEO) F(a,22 


k=1 


<= + YCF) Fi) 


k= 


在 此 不 等 式 中 令 e~0， 并 注意 到 下 的 右 连 续 性 即 得 


F(bo) — Flao) < HRC) — F(a,)2 


iet 


这 就 是 所 要 证 明 的 结论 . 
定理 1 Q 上 的 集 函 数 P 具 有 可 列 可 加 性 。 
证 WAS W (k=s 1,22, ), W A EIA, H. 


DAAC 


k=l 


列 由 引 理 1 有 


PCADEPCA), n=1,2,-= 


kmj 


周 此 


IPCA SPLA) 


i=l 


又 由 引 理 3 有 
pCA)< TPA,) 
由 以 上 二 式 即 得 和 
P= P( 24 )= EPA 


即 P 在 .好 上 具有 可 列 可 加 人性， 

设 多 是 由 有 限 个 左 开 右 闵 的 有 限 区 间 的 和 集 的 全 体 所 组 
成 的 环 . 易 知 多 中 的 集 都 可 用 有 限 个 堪 开 右 疡 的 有 限 区 河 的 
直 和 表示 ， 即 .多 PRR ARTERA 


A= Liab pJ (4.2) 


我 们 注意 到 ， 对 于 给 定 的 4， 表 达 式 〈4.2) 并 不 是 唯一 的， 
例如 ， 设 A= (0,3]。 则 4 也 可 以 表示 为 
A=(0.11 + (1,33 
= (0,27 + (2 ,32 (4.3) 
引 理 4 R F(x) KE-— F 55 E BJ 2 ai 8 2, AC 2 H. iH 
(4.25 表示, < ` ú 


PCA) = JLEC) ~ Flas)) (4.4) 
L=: 


WAGU DREES ERRA P AE e, AE 
HAARR 5AA I Ej A 的 表达 式 (4.2》 WERAK, 
证 为 区 别 起 风 ， 我 们 改 用 小 写字 母 P 来 表示 由 (4.1) 
式 定义 的 ef LARR, EBH34 A= (a,bJ 时 ， 
PCA) = P(b) — F(a) 
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于 是 如 记 妨 ;= (a,,b,3D, M (4.4) RTEA 


P(A)= Y ntAr) (4.5) 
Eml 
EACF, H 
A=} A;s A, € Z (4.68) 
A=} Bi, BE .ef 《4.7) 


j=] 


是 4 的 相应 于 GD 式 的 两 种 表达 式 ， 则 


.显然 .对 交 运 算 封闭 ， 故 4inmn A C r, 又 了 显然 具有 有 限 
AmE., WA | . 


p(A;í. 7 = Ppl; NB) 


PCA)= Y p(A;) 


=> optANB;) (4.82 


Bm, YAB UTD 式 表 示 时 ， 有 有 
P(A)= Y p(B;) 


jml 


=>” XJ p(B , n A;) (4.95 


i= 1 i>i 


变换 求 和 次 序 即 可 看 到 ， (4.8》 式 与 《4,9) 式 所 定义 的 P(A) 
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是 一 致 的 ， 
例如 ， 设 4&= (0,378 C4.3) SOROR, MUJ 
P(A)= PCD0,11+ (1,3)) 
= [(F(1) — F(0)2 + CF(3) — F(1)3 
= F(3)— F(0) 
PCA) = P((0,23 + (2,31) 
= (F(2) — F(023 + [F(3) — F(2)3 
= F(3) — F0) 
引 理 5 对 于 任意 给 定 的 分 布 通 数 F(x)， 由 UD RE 
交 的 集 函 数 是 环 家 上 的 测度 ， 
证 了 的 非 负 性 是 显然 的 。 又 空 集 由 可 看 作 是 〈aial， 政 
有 
P(@)=F(a)—F(a) =0 
王 药 有 四 可 加 性 是 显然 的 。 事 实 上 上 ， 访 


ASPA, AEF 


i=i 


A;= 2 A AE 


imi 


则 | 
A=}, Y IA; 
i=1 才 一 上 


FEH UD RA 


PCA)= 3 DO pA) = pA) 


iel j=l i=i 


直面 证 已 的 可 列 可 加 人 性， 设 . 


A =) AEF 


i=l 
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ni 
A, = AL AE 
i=l 


A=} Bi BE 
上 一 上 
出 


P(A)= YIp(B,) C4.10) 
Ft : . 、 


B, = B. n A; = BNA 


i=1 


w 


=> B, n 这 AI7 = 2 > B, A; 


í—=1 jel 


由 于 B, A; € Z, WAELE 


p(B =} X2up(B. A; I) (4.112 


i=i jm} 


H (4.10 Z (4.11) 和 并 再 次 利用 引 理 1 ， 得 


P(A)= 2 bh LPB Q AL) 
k=1 1 


i=l i= 


ai 


= >` >; > DB 站 AD 


j=1 k=i 


=} FPA) 


i=j j=l 


= DAD 
于 是 就 证 明了 PP RISPE HAHET P E: 2 E BJ 8 EE 
定理 2 ” 设 R= (-co,+ co0), 绝 是 尺 中 波 芋 尔 集 的 全 体 ， 
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则 对 于 任意 给 定 的 分 布 函数 F(x) ,在 . 欧 上 存在 唯一 的 测度 了 ， 
使 得 

P¿ó((a,b]) = P(b> — F(a) {4.12} 

注 ， 这 个 测度 与 F(x) 有 关 ， 如 要 强调 这 种 关系 ， 可 将 它 
记 为 Pr 

证 根据 引 理 4 SIES, ERF LEEN (4.4) RE 
只 的 测度 ， 这 个 测度 当然 满足 条 件 〈4.12) 。 另 ~ 方面， 如果 
环 .多 -的 测 疼 满足 《4.12) ， 则 由 有 限 可 加 性 知 ，.F7 上 的 这 
个 测度 必须 由 (4.4) 式 定义 。 于 是 就 证 明了 在 环 .FF LPTR 
一 的 测度 了 使 (4.12》 式 成 立 。 BAR, H UD RELEF 
上 的 测度 是 有 限 测度 ， 因 此 根据 上 节 定 理 4 F 上 的 这 个 测 
Be P 可 唯一 地 拓展 到 Z- F) LE. 这 个 拓展 测度 就 满足 
定理 中 的 要 求 ， 

定义 2 k F(x) 是 任 一 分 布 冰 数 ，P 是 由 (4.4) REX 
BRT LHE, WR P ARRI B = o( 红 ?的 括 展 测度 
为 勒 贝 格 -斯 提 杰 测度 或 由 F(x) 引出 的 勒 贝 格 -斯 提 赤 测 
度 ) ， | 

上 节 的 定理 3 表明 ，. 多 ”上 的 这 个 测度 也 实际 上 可 以 拓展 
Biwo yE K BJ o-ar, RIER P He RRS 
EE A E E A 

如 果 FCxe=x， 则 由 它 引出 的 勒 贝 格 -斯 提 杰 测 庆 就 是 通 
常 的 勤 贝 禾 测 度 ，Se* 中 的 集 就 称 为 勒 贝 格 可 测 集 ， 因 为 .更 
Seox， 所 以 波 业 尔 可 测 集 都 是 藤 贝 格 可 测 集 。 勒 贝 格 可 测 集 的 
全 体 所 成 的 类 通常 用 纺 表 示 ， 勒 册 格 测度 则 用 im 表示. 

综 上 记述 ， 勒 中 格 -斯 提 杰 测度 是 定义 在 Z 上 的 测度 ， 
由 于 它 满足 条 件 〈4.12) ， 故 它 在 任何 有 限 区 间 上 取 有 限 值 。 
下 面 的 定理 表明 。 这 正 是 勤 员 阁 -斯 提 赤 测度 的 本 质 特 征 。 
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定理 3 设 了 是 . 胸 上 的 测度 ， 且 对 于 任何 有 限 区 间 Ca, b) 


有 ' 
Pila, bD Eo — (4.13) 
别 存 在 分 布 函数 Foo, 
PCa, bI) = FO) - F(a) o. (4.14) 


且 如 不 计 一 个 常数 ， 则 使 上 式 成 立 的 分 布 函数 是 唯一 的 。 
使 《4.14) 式 成 立 的 分 布 函数 称 为 卫 所 确定 的 分 布 函数 
《或 卫 的 分 布 函数 ) 。 
证 ” 任 取 定 一 个 常数 上 ， 令 


人 当 xR - 
F(X) = : : 
= Piiz, kI), Hak 


H p fE T IR Z BL ER 48, W F(x) 是 RR 上 的 实 值 函数 ， 
显然 FOO. FEH: 
(1) FODE, 
iWxz=k, {x EAN T x HEE RRA, WI) 是 
单调 减少 的 区 间 殉 ， 且 
lim(k,x.J = (k.x) 
于 是 根据 测度 的 下 连续 人 性 有 
lim F(x,> = lim P((k,.x, 1) 


= P(x) ` . 
I =F(x) ` . {4.15) 
HAFO RI, WETEA RE 
F(x+0)= lm F(x’) 0416) 


82. 
司 理 再 证 x<K 的 情况 。 
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(2) Hack, bak {其它 情况 与 北 类 似 )》， 则 

F(b)— F(a> 

=P((k,bJ2— C- P((a,k3)) 

=P((k,b)) +P Cla, kl?) 

=P((a,k) + (k,b2) 

= P((a,b3)> 
W$ (4.14) 式 成 立 。 

《3 ) 设 Fi(x) 与 Fi(x) 是 使 (4.14) 式 成 立 的 两 个 分 布 函 
Z. Wat, 
Fila) — Fila) = Fax) — Fa) 


= P((a,x2) 
Bp 
Fil) = F.(x) + Fila) — Fala) 
Wx Cali, 
Fila) — F.C) = Fala) ~ F(x) 
= P((x,a))> 
Bp 


Fi (x) = F(x) + Fila) — Fala) 
于 是 对 一 切 x 有 
F(X) = F,(x) + C 
其 中 C= F,(a) — Pate) 为 常数 。 
推论 定义 在 倪 上 日 满足 条 人 忻 G.D WWE PEH 
格 -斯 担 杰 测度 。 它 可 由 其 分 布 函数 所 引出 。 
困 二 . 殉 上 的 测度 已 是 勤 贝 格 -斯 提 杰 测度 的 充 要 条 件 是 
THEA (4.135 , 
注 ， 如 果 P 是 .过 上 的 有 限 测 席 ， 则 
F(x) = PCC- co ,xJ) | (A.175 
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是 王 的 一 个 分 布 函数 ， 

事实 上 ， 当 PP 全 有 限时 ， 由 LID 定义 的 Fix) JER 上 
的 实 值 函数 ， 仿 粱 上 述 定理 中 的 讨论 可 以 证 明 F(x) EAA 
增 的 右 连 殷 函 数 并 且 满 是 条 御 (4.14) ， 因 而 它 是 了 的 一 个 分 
布 函数 。 

综 上 记述， 我们 得 到 如 下 结论 : 如 果 把 相差 一 个 常数 的 分 
布 函数 看 成 “相等 2 ， 则 (4.14) RETT RE D TAMS 
大 上 的 满足 条 件 (4.13) HARE (BDE DL -i 9 2 ü] EE) 
之 闻 的 一 一 对 应 。 


习 题 24 


1。 设 
站 ， 当 #< 


3 
F(x) = x HE2 


8, 42x13 
4, 当 X223 
P 大 由 F(X) 引 出 的 蔓 幢 社 - 斯 提 杰 测度 ， 求 下 列 集 的 测度 : 

(1) C- 1, 0s 

(2) E-l 13 

(3) Kl, 23 

(4) C2, 3) 

(5 C2, 330{1} 

(6) {3} UC2, 4l; 

(7) {x| lx] +2x22>11 

(8) (—c, +e). 

2. W 


ss. 
Fix)= i > -F> NX Ln +l, n=0,1,2, 
=i i 
0, x<Q 
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PRAECO 引出 的 勤 贝 将 -斯 提 赤 测度 。 求 单元 集 in) HRE, Hen 
为 任意 整数 ， 

3、 设 P 是 分 帘 西 数 F(x 引出 的 得 风格 -斯 提 赤 测度 ， 证 大 

Cl} Pix) = FX) — Ftx— 0}s 

(25 4 EHP = 0 时 ，E 在 x 处 连续 

{39 P((G.b))= Fth— 0) — Fia); 

{4d P(r(a,bJ)= F(b)—- F(a- 0); 

<52 P(ra,b))=F(b- 0)- Fea 0): 

CE) PU- c, x1)=F(x)-F(— co) 

C€?) P((-— e, x))=F(x—0)- Ft- o) 

《8 》 P((xX,oo))= F(co)—- F(X); 

L9) P((x,co))=F(co)- FX- 0) 

£10) P(R)= F(co)- Fil- co), | 

4. BP 与 P: 是 , 欧 上 的 两 个 有 限 测 亦 ， 如 果 它 们 在 fe;b]，(a;5)， 
Cab), Lab (— =e ,bJ), (—cə,b), [eeyoc)，(ayoco) 这 上 从 种 甘 型 之 一 
的 所 有 端点 为 有 理 数 的 区 间 上 相等 ， 则 它们 在 . 鸳 上 相等 . 

5。 设 FOO 是 (- co, + 2) 上 单调 增加 前 非 负 画 数 《 未 必 右 连续 )， 
在 .ar GELUI) ELEMET: 

P((a,b)) = FD) ~- Fla) 

《1) 了 是 否 具 有 可 吉 性 ? 

C2) PERR HHSEI? 

6。 设 F(X) 是 (一 co, + oo) EAR AMAER A 是 所 
有 有 了 腿 的 左 闭 右 开 区 间 Ca,b) 02 4EBC R 035, A: of 上 定 文集 函数 
WF: 


P(Ca,b)) = F(b) - F(a) 
如 了 具有 证 列 可 圳 性 。 
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第 = 章 可 测 函 数 
$31 W 射 


Sl RA, B 是 两 个 非 空 集 ， 如 果 存 在 一 个 法则 十 ， 
使 得 4 中 的 每 一 个 元 素 a ， 都 有 时 中 唯一 的 一 个 元 素 b 与 之 对 
应 ， 就 称 了 是 一 个 从 和 到 B 中 的 映射 ， 并 记 为 

了 .A—B 

如 果 元 素 a 对 应 于 元 素 b， 册 5 叫做 a 的 象 或 值 ， 和 而 a nu 
做 声 的 原 象 ， 记 为 = fO), 

当 了 是 从 4 到 互 的 映射 时 ， 称 4 为 映射 了 的 定义 域 ， 而 把 
4 的 所 有 元 素 的 象 所 组 成 的 集 称 为 了 的 值 域 ， 记 为 1(4) , 即 

fCA) = {b|b= f(a), a€ A) 

EA, o) J Brhfo— 38, Tü POA 则 是 时 中 的 一 个 
子 集 ， 即 (4) CB， 二 者 不 可 混 清 ， 

如 困 台 是 实数 或 广义 实数 的 伺 ， 则 从 入 到 台 的 映射 称 为 定 
义 在 点 上 的 函数 ， 

定义 2 WEBER SZ, ， 如 果 BE VO BR g 的 定 
义 域 都 是 同一 集 4， 且 对 于 所 有 的 aE 4， 都 有 fo) =g, W 
# f i 8 相等 ， 记 为 = g。 

MRH T, A—B. XT EE WJ E A, WA OQ) = b. X 
里 如 是 吾 中 的 一 个 固定 元 案 ， 则 称 I 为 以 bo 为 值 的 常 值 映射. 

著 4=- B， 且 对 于 所 有 的 a€ A, Ja) =a, DRR AAWE 
等 映射 ， 用 1 来 表示 。 

Ti 


定义 3 Ef: A>B, g: B=>C 是 两 个 映射 ， 用 
hia) =g) aE A) 
SEEI HA it 
h: A->C 
称 为 了 与 E 的 复合 映射 ， 记 为 h= 六 &- 
定 久 4 设 1、E5 是 定义 在 集 4 上 的 两 个 广义 实 值 甬 数 ， 
JU PS šX 
0 当下 ) = +o, jigo) = To (mE A) 
fto) +8gto)， 对 于 其 它 情况 
0， 当 了 (@) = g(@) = # co 
IŒ -gt@)， 对 于 其 它 情 沈 
分 别称 为 了 与 引 的 和 与 盖 ， 并 记 为 了 + 8 与 了 g. 
两 个 五 数 的 积 、 商 以 及 函数 的 绝对 值 ， 范 数列 的 收 敏 等 概 
念 都 可 类 似 地 定义 。 | 
定义 5 WDnDJe— EJ, ACQ, MAKAA 
1, HoE A 
0, 0A 


hia) -J 


Sm) ={ 


xaa = Í 


AC ARRISO SSK. 
PATRATE HÚ BJ 394 BIS AE, WAE H A=B 
的 充 要 条 件 是 
x (@)E=x a (0) 
特征 函数 与 集 之 间 有 下 面 一 些 常见 的 重要 关系 ， 
1°, A=0 SiT w=: 
4=h Ait Fra (8) 二 0, 
2°, ACB ft Pra) Eka la), 
A=B Fral) = xs (Q) 。 
3°, Xava “Xa TXB  X4081 
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其 4 日 一 其 二 于 Xs 
4°. Xans = X Xa" 
EXE if, A-B, WME fC4) =B， 册 称 了 为 从 妨 到 BB 
上 的 映射 《或 称 完 全 瑞 射 ) 。 f 
WE Hata PEA fa fla, WIR 了 为 单调 映射 ， 
如 果 上 映 象 f: A 一 B 是 由 轨 到 B 上 的 单调 映射 ， 则 称 f 了 为 太 
到 HB 的 一 一 映 庙 . 
定义 7 设 fi 2 一 8 是 从 0 ADRA ACA, N 
Hapi 
tajio € A} 
HERATI KER. WAA. 
RAC, f yE X EA LBY, (a, b3 是 一 个 区 间 ， 
则 记 : 
to)a=1(6yscb, oE AY= A (a= f=b) 
W3RA= Q, WWP 3EUOEtSVIT (aS faci. 
AGS, (<a) 等 记号 的 意义 可 以 类 似 地 理解 。 
定义 8 Hf: 48 一 日 是 从 从 到 伴 的 一 个 映射 ， 密 是 分 中 
HRA, Wia p HRK 
JCD IA R) 
为 集 类 .多 关于 了 的 原 象 ， 记 为 六 !( 多 )。 
定理 ] HARA TIH, 
(C1) PICA B) =F CAU fB) (1.1) 
一 般 有 
rj A = U £: CA 《1.2) 


证 goE (AUB) eoe AU B 
< foe 及 或 fo)E B 
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== oC f CARE fB) 
POE j (A) Uf (B) 
故 aD 式 成 立 。 同 理 可 证 C. 式 ， 
(25 JUCAN B)= f'A NIB) (1.3) 
一 般 有 ' ' 
fA.) = (r: CA.) a.i) 


证 oc f (An B)<>JG@)C An B | 
>JA H. fo)E p 
<o fF CA) Hoc f: (B) 
=o F CA) nF (B) 
W£ (1.3) 式 成 立 。 同 理 可 证 (1.4) 式 ， 


(3) JF'CA+ B)= f CA)+ f (B) (1.5) 
一 般 有 _ I 
(DAJ Ir: CA.) 《1.6) 
证 H G.D 式 有 ` 
PCA + B)=fFt(A)Uf''(B) 
由 《1.3) 有 


F CAF CB) = PF'CAD B)= JF 500) = ó 
故 a.D 式 成 立 。 向 理 可 证 (1.6) 式 。 
CA) PECA) = (F 1CA3 《1.7》 
证 H (1.5) 有 
FICA CAAA NR 
É GLD 式 成 立 。 
(5) J CA- By= Fi (A)- F'' (B) (1.8) 
证 站 (4-B)-f1(ANB') 
=} (A) Nf CB) 
T4 


= JCA CF (BI 
=f (A) F (B) 
定理 2 Ej 90 0 E OS GRRE, Fo S, 与 
FTE pHK, = 
C1) MUR SF IC an WERO NEF D; 
(2) WRZE- 代数) , MJ F 也 是 o- 环 
《和 代数 》， 
证 (Ci) 是 显然 的 ， (2 ) 可 直接 由 {1,2) ， a 
与 《1.8)》 式 推 出 ， 例 如 ， 设 4,E UF MEEA E Z, 
使 
A= f ICA) m= 1, 2, ++) 
UFF 是 0 - 环 ， 8k | A.C SF, 于 是 由 (1.2) RE 


Üa. = Ur: (Avr (Uz,)e r: (g) 


HI CEM WAAIER RAAR. AEE O 3225 


算 的 封闭 性 . | 

定理 3 B f: D— QE OS QBbE9r. < 是 如 中 的 
ER, M `: i 

oF aR) C1.9) 


PLPR) = PGR) | (1.10) 
证 BAZ oU) W : 
F: CG) Cf 1 (G(Ə”)) 
由 定理 2 L. P OFN R: o -代数 ， 故 有 


Ge (f Cr) EP (oF)) (1.11) 
平面 证 明 彬 反 的 包含 关系 : 
ft) Co (f : (SF) : (1.12) 
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令 
{AlIACD, FOC E) 
THERE o -代数 ， 
1°, RAC B 
FAE CR 
H G.7) REENA o — 10 BJ REA 
FA =E CA) Eo CF)) 
AA E, MeH. 
2°. RA, C G= 1, 2, =), BD 
f CAD Ea 1 (S) 
于 是 ' _ 
r'(U A.)= A Eo Gg) 


#|J A.C .三 ， 即 .区 对 可 列 和 运算 封闭 ， 


由 1 "与 3" 知 ，. 寻 是 5 -代数 ， 现 在 回 到 〈1.12 ) 式 的 证 
HH. l . 
mac, m 

F CDE 1 (Sg) Co (J: (SF)) 
KACE, HFC, RAAE- dko(Sryc w, 
即 对 于 任何 AC 60), A 
J CAO Ca (RF)) 
Bp 
FE OCR TO LR) 
《1.9) WEP., MEE A10., 


3 Bh 31 


L Rj A>BENRADA BEHERA, TEE- MRB, CB, 
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(ftET}， 证 明 
aypa Bo- iB, y 
(ET ET 


Ca) a) Bo’ -iB ), 
ET tET 


2. É f. 4 一 3 是 从 集 4 到 集 吾 中 的 映射。 下 列 各 式 是 否 成 立 ? 如 
未 成 立 应 如 何 修改 ， 
(1) JCA,UA;)=J(A; UJ(A;)s 
(25 FA tA DfA) tA 
(35 KANADSKA) NTA) 
C4) KA A =f p- KA: 
5》 fdimA, )=limp(As > 


(B) J=: (mB, )= mj- (B, y 
《7) fclimA, )=limfcA, Js. 
(8) f- (limp, )=limf-! (B, y. 


3. HEBH (1.10) 式 。 
4. WJ. Q. QE KOS DRERI A SZ, 57 R R 


(1) WR UFD UF d), ER- BARCA: 

(2) WR Eo 1089, Roms ER o -代数 ? 

5。 设 14。 peA. 证明， 

(1) Xrisas(@)=limkaa(@ ); 

(2) XTA (四 ) = lima (O), 

《3 ) limA4。 存 在 的 充 要 条 仲 是 limx4wt @ 了 存在， 而 县 当 报 限 存 在 
me H 

T Kiimar (0)=limxan(®) 


6， 设 4= CA HEB 


n=l ` 


Ka CWO) = J xao) 


LE 
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7. Ej Q — Q AQ 到 8 的 映射 ， 下 面 的 关系 是 省 或 立 : 
A=f-(A)espR A= A. 


$32 "jN E8 09 Z X K 3821) 


定义 1 BF EEH NERTHA o -代数 ， 了 是 
FLORE, WRES BGF AE- 3 IR. MEATA 
空间 , 记 为 (有 gr). .多 中 的 元 素 〈 集 ) 称 为 .多 -可 测 集 《简称 
CECE SEF 

如 果 把 品 、 静 与 P 合 在 一 起 来 考虑 ， 就 称 它 为 测度 空间 ， 
WBA, Sr. P >. 

如 果 测 座 了 是 有 限 -AR R WE, FP) 
AR (oc~ 有 限 〉 测 度 空间 ， 如 果 P 是 完全 测度 ; 则 称 (2,. 久 ， 
P. ) 为 完全 测度 空间 ;如 果 P 是 镀 上 的 概率 测度; 则 称 ( 2 ,多 ， 
P ) 为 概率 空间 ， 

EX2? 设 (0 ,. 纹 ) 是 给 定 的 可 测 空 间 。 1 是 定义 在 吕 上 
的 广义 实 值 函数 ， 如 果 对 于 任何 实数 a 都 有 

(o | f (6) <al€ 2 (2.1) 
出 称 J Ph (Q g EATA sms 可 测 函 数 。 

特别 , (R EDO RARR RIME, 其 上 的 实 值 可 测 函 数 
FARETE. (RAOIR, Z ,ia) 分 别称 为 勒 贝 格 
可 测 空间 和 勒 贝 格 测度 空间 ， 其 上 的 可 测 函 数 称 为 勒 贝 格 可 测 
函数 ， 

ME, F, PERRE, MELEE K 
测 函 数 也 称 为 随机 变量 . 

今后 当 我 们 提 到 若干 个 可 测 函 数 时 ， 如 没有 特别 的 说 明 ， 
出 总 是 假定 它们 是 同一 可 测 空 间 ( 吕 ,多 ) LETNAR. 


TB 


EXI 设 (20，. 久 ) 是 可 测 空间 ，AE F, OREX 

4 上 的 广义 实 值 冰 数 ， 如 果 对 于 任何 实数 上， 都 有 
AEDES (2.25 

则 称 了 是 4 上 的 可 测 函 数 ， 也 称 了 在 4 上 可 测 。 

定义 2 就 是 本 定义 中 由 = 8 的 情况 . 

HI 设 . 镀 为 有 的 一 霓 子 集 所 成 的 类 ， 则 定义 在 上 的 
任何 广义 实质 函数 都 是 可 潮 函 数 ， 

例 2 对 于 任何 可 测 空 间 (Q ,FE)， 常 值 肖 数 8@) 寺 qa 是 可 
Wa. . 
例 3 设 4C2， 岂 4 的 特征 函数 x4ta) 可 测 的 充 要 条 件 


BAES. 
证 这 是 因为 
$, Xaxi 
[a ]xL( 0 )sca) = | A, W40=a<1 
NQ, Harl 


Ba RR=R,Ai= {0,0}, F SE, KG@Y= Xua (2) , 
易 知 f 392r— W Ml, BREF- W. | 
一 般 地 说 ， 设 多: 与 多 ?是 同一 空间 各 的 某 些 子 集 所 组 成 
的 两 全 5 463. WPL srl zz — ñ ü Pt pq SZ D, yE SZ. nf 
测 ， 而 反之 则 不 成 立 ， f 
Hi, BT ACZ, úWkuE3E2ACHPNDLPQ 2-1 P: p pis BY 
WAR, Yu DLS WU py l K Ja E ERT Wi S. 
定理 1 EO, ENSA, 了 是 定义 在 中 上 的 实 值 
函 匆 ， 则 了 可 测 的 充 要 条 件 是 对 性 意 的 BE S, A 
FBD EF (2.3) 
证 ”充分 性 ， 设 (2.3) 式 对 性 何 BE BMR Æ 〈2,3) 
中 取 了 = (- so， 即 得 (2。1)?。 
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必要 性 ， 令 
eg = ((a,b3 |- Hab + co) 
因为 
Fia, bD) =f o, bI eao a) 
=f -œb - p: ((— co ,qa2)) € .2” 
WIOLETA, Pl arjec-1S9, Wo (三 Cer)yC sr. 
fenan = BA, HETEM 3 有 
Off =o) = Jt (52) 
WBCF, MIER RIBE BET DER. 
EMA R, FOGN 22”) 是 两 个 可 测 空间 ，f;21 一 
信 是 从 1 到 :的 映射 ， 如 果 对 于 每 个 AE AAT DERF 
出 称 了 是 从 (Qi1， 久 3 让 到 (01， 久 12) 的 可 测 映 射 ， 记 为 
f: (Q,. SF) — (Q, S 
由 定理 1 3, (0,8m EBRIE W b ak pk K (OQ, =) 
HRR CR, BÉIR. 
推论 设 1 蚌 (0， 六) 上 的 实 值 可 测 函 数 ,8 是 (R, DE 
的 波 莱 尔 可 测 函 数 , 则 复合 函数 gs hb (Q, 22) 上 的 可 测 函 数 。 
证 对 于 任意 的 BE 8 


{olgif a) EB}= {olf Eg (B) € 2 (2.4) 
iw rH EWERT, k gE, FERRER (2.35 A 
BẸ (2.4) =. 


定理 2 ÉE QAO 是 可 测 空间 , f h: Q E BU AREK 
数 ， 则 f 吾 调 的 充 村 条件 是 对 任何 BE .下 有 
六 (BIGE = (2.5) 
H. 
f GQ - col = iol jæ = -ER (2.6) 
f£'((+ ee) = (@|f(@) = + <o) € = (2.7) 


20 


证 充分 性 ， 设 a BEX, m 

{@]f 0) a = {o| fj@) = -ceə)+ {0| — ee<f(@) a} 
=P -opf U co, C 2 

必要 性 ， 证 fo) 可 测 ， 则 


ad- °p = Moiros -JEF 
ETT OEE, 
- a- Uelr(e)=<n)€ gr 


(2.55 式 的 证 明 同 定理 1。 — 
RREAK, $ 
S= (AlJAC.2, WA = EU {+00} 
或 A=EU(- co), 其 中 EE SZ 
BR 2 R h ij o -代数 .我 们 称 2 RRI LEERE, 
R, D 则 称 为 广义 波 莱 尔 可 测 空 间 . 
由 定理 2 知 ，(0, 7) 上 的 广义 实 什 可 测 函 数 就 是 从 (8， 
PIR, B) 的 可 测 映射 。 
显然 ， 以 上 定理 可 推广 如 下 ; 设 0, F) 是 可 测 空间 ， 
ACF, TERNE 4 LE RERS NEALTA 
的 充 要 条 件 是 
A= -ER A(f= + soy G€ =” 
且 对 于 任何 BE @ 
ALJEBDES (2.8) 
推论 没 了 是 A 上 的 广义 实 介 可 测 函 数 ， 则 对 于 任何 广义 
Zka, AC = oc xm. 
由 以 上 定理 2 的 推广 可 知 ， 么 上 的 广义 实 值 可 测 函数 就 是 
从 (4,AN) 到 R, DRWA. 
定理 3 设 (Q, Z BUWAN, ACF, j EEE 
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AEB XHAR, DJ 7 在 4 上 可 测 的 完 要 条 件 是 下 列 条 件 
1 "。 对 性向 密 数 a, AEDE Z, 
2 。 对 任何 实数 as  A(f=>a Ë F, 
3"。 对 任何 实数 4 ，4( 六 >aE F. . 
证 必要 性 可 前 接 由 (2.8) 式 推出 ， 下 面 证 明 充 分 性 . 
(1) 由 于 


AG<a = [alcara 


LIPE 


BOEL 成立， MAC <a + T) 6 Z, 因而 4(j 生 omDE 2, B 


了 可 测 . 
《2 》 由 于 
AED =A- Ala) 
Wk 2° aE Em FANE, 
《3) 由 于 


Aa) = 门 A(f>a- w) 


总 由 3 "可 推出 2"， 因 而 推出 了 的 可 测 性 ， 

定理 4 设 ( 员 ，,. 多 ) 是 一 可 测 空间 ，AE 27, ] 是 定 闪 在 
AEETI, WRES 2r, B.ECA, ， 则 了 作为 巨 上 的 函 
数 对 ， 它 是 E 上 的 可 测 函 数 ， 

证 对 于 性 何 实数 4 ， 由 于 

E(f=a) = A(fEa) NE 

MAGEDA ERETTE, W EGS 是 可 测 集 ， 即 了 作为 
E 上 的 甬 数 时 ， 它 是 EE 上 的 可 测 函 数 ， 

定理 5 EQ, sZ) ETWEH, ACA, JW EEE 
4 十 的 广 六 实 值 函数 ， 而 
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= UA, (2.95 

如 果 了 在 每 个 4 上 可 测 ， 吕 了 在 上 各 上 也 可 测 .。 

šE; 记号 UU 表示 对 有 限 项 或 可 列 项 求 和 ， 于 是 2.9) Z 
表示 4 是 有 限 个 或 可 列 个 集 4A: 的 和 集 ， 符 号 王 有 类 和 狼 的 意义 。 

证 这 是 因为 对 于 任何 实数 4， Æ 

Alfa) = UAS 

定理 6 设 fa) 是 定 兴 在 各 上 的 可 测 函 数 ， 天 是 任意 一 个 

实数 ， 则 下 列 和 函数 都 是 可 测 函 数 ， 


- <1) f@)+k; c2) kf); 
(3) Jj ls (4) Fio) 
1 ` 
(5) Kor EE LOE 
证 C1) H 


AtftkED = Alfa k) 
EIo) + k 的 可 测 性 . 
(2) H k=0bf, Kf (o IR 0 fi, 故 它 是 可 测 函 数 。 当 
#s 0 时 ， 册 


f a 
A(kf<a) = arah So 
a 1 
1 人 >+): Úk<o 
BD48kf (e) 的 可 测 性 。 
C3) 从 
Adile ={ 9 a<0 


ASA NAS a), 34 a0 
gl Fo | 是 一 可 测 通 数 ， 
《4) 从 
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| 当 o < 
"I AJHT), a>0 
包产 (的 是 一 可 测 函 数 。 
(52 H G) 230, PE 
/AG<0, Ma0 
4 


| AG<0 naA(f> 工 )， eco 
由 此 可 知 f( 四 是 一 可 测 函 数 。 
SR] RIO 与 g(t@) 是 定义 在 A 上 的 两 个 可 测 函数 ， 
出 A(J 汪 gy 是 一 可 测 集 ， 
证 设 有 理 数 的 全 体 是 
ra Fa Fa, =e 


HEREDES KAREA 
Alf>g) = UAd>ry MAET) 


ACPE 


<a)=! 


“i 


| auco + A(7>.0) na(r>1), Hamo 


由 定理 3 51, Afr) 3A(g<r,) (k= 1,2,…) 都 是 可 测 #, 


WeA(J>> g) EE R| 803. 
定理 7 设 /@ 与 Eto) 是 定义 在 4 上 的 两 个 可 测 函 数 ， 
MTA RAE A EBIT W 
C19? f(@) -g0 c2) fm) + g(@)y 
(3》 flgo, ` (4) L 《( 设 5(o)s 0 


(5) max(f(@),g(@)), min(f tm) ,g (0). 

证 《1) 先 就 了 7、& 均 为 实 值 函 数 的 情况 来 证 明 。 因 为 
根据 定理 6， 对 于 任意 实数 4 ，a +ga 是 可 测 的 ， 放 由 到 理 
1, A(J22a + g) E-H WR, FEH 
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A(f—- Rg>>a) = Alf >a+g) 
及 定理 3 即 可 推出 了 -8 可 测 性 。 
在 fo) ，g(@) 为 广义 实 值 函数 的 情况 ， 令 
. Ea= A(jf= 一 ce g= — °) En A(f= -g= + eo) 


En= Alj= +0, g= — 0), En = AGf= + eoo ,g= + co) 
E= Ei t Ei + Ex + Es; 
MFA-EELE j, É JR SRB Bn i, S- g 在 A&~E 上 可 测 ， 
在 EE 上 有 
0, HoE En 
— ec, MOE Er 
f) — gio = + co, OE En 
0, M0C Ez 
HFE Eu, En, Eain 88, Pey- g 是 妃 上 的 可 Bí E 
数 ， 于 是 f- 8 在 4= A-E +E E WT ñj, 
(2) 转 定 理 6 知 ， 一 8(@) 蚌 可 测 函 数 ， 于 基 由 
fæ) +g = f(@) — LC — gw)) 
及 (C1) 5, Ko +g(@) 是 4. 上 的 可 测 国 数 . 
(3) 由 
fio) .8(o) = FEO) + gC 0) CO — 8 (09)?} 
及 定理 6 即 可 推出 了 (@) .ga) 的 可 测 人 性 . 
《4》 因 为 g(@) 三 0， 故 由 (3 》 及 定理 6 知 ， 
fo - f tm) 1 


基 A4 上 的 再 测 通 数 。. 
(5) 对 于 任何 上 有 
A(max(/,g) =a) = AEW NA a) 
Ammin f p) aa) = Ala) UJ Aga) 
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#kmax(f,g) Ejmin, p REA E BJ af AAR. 

推论 œN 8(@) 是 定义 在 4 上 的 两 个 可 沿 函 数 ，w ,8 
ERTS, Mej) + Bg{@) 是 A 上 的 可 测 和 函数 ， 

定义 5 RAF) 是 可 浏 空间 ,A ,ALE SF (k= 2 
n), H 


A NA; -90S JIA = A 
j(o) RENEA LHES, CER A, RREI ao WE 
六 41 外 为 零 ， 这 种 榴 数 称 为 4 上 的 简单 西数 . 
“显然 简单 函数 fo) 可 表示 为 

Jo) = Daxa 人) 


WEERA ERIT B b 3 , 

ELE R, F, PEHEZ, po) EAF o BJ 
一 个 命题 ，@E Aca WRO RRE AE P-E 
集 ， 划 称 po 在 4 上 关于 测度 PILER. ipa 
关于 测度 卫 对 4 中 几乎 所 有 的 中 成 立 。 

Him, Ef 8 是 定 光 在 4 上 的 两 个 函数 ， 如 果 A= g) AE 
一 个 PP- 零 集 , 刚 称 和 4 上 “了 与 引 关 于 测度 P 几 乎 处 处 相等 >， 并 
用 记 导 1 二 gL 了 PD 来 表示 ,其 中 等 号 上 加 点 “.* 表 示 等 号 几乎 处 处 
R, AEA P” 表示 “几乎 处 处 ?是 关于 了 而 言 的 。 如 果 在 
台 个 讨论 过 程 中 ， 只 出 更 一 个 测度 ，“ 关 于 测度 了 ?一 词 就 可 
省 略 ， 相 应 的 符号 也 简 记 为 “= 二”，、 了 二 8 也 称 为 了 对 等 于 g。 

类 似 ， 如 果 AG>p Ai P-F#, WEREAE “FJL 
Pakit (CETP) KPE”, A pet PIRN >e. 

MAM, WRA (]f| = +% 是 一 零 集 ， 则 称 了 在 4 上 几乎 
处 处 有 限 。 
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# 用 半 处 处 ?一 词 也 可 用 缩写 .e.y 来 表示 ,例如 ft 让 总 ] 
也 可 记 为 “f= gae。[P]” 。 | 

定理 8 设 (9， 多 ，P) 是 完全 测度 空间 ， 

1”"。 如 果 4o 是 (2， 多 ，P) 中 的 零 集 ， 则 定义 在 4o 上 的 任 
何 函 数 都 是 4e 上 的 可 测 函 数 。 

2°, RACA, f. g 是 定 尽 在 4 上 的 函数 ,如 果 在 和 4 革 了 开 
平 姓 寻 等 于 5 ， 则 当 了 是 4 上 的 可 油画 狼 时 ，& tB A i BJ nf 
测 函 数 ， | ` 

W: 1°. 8 f EXEAE, Po =0， 对 于 任何 49， 有 

Aa (SQ) Ab 

由 于 测度 是 完全 的 ， 故 AÓ 的 任何 子 集 都 可 测 ， 所 以 了 是 An 上 
的 可 测 函 数 . . 

2°. BASAS, Ai= A(f=g), WERA 是 零 集 ， 
WR f EA Eur, MAETR, AASA- Aç 也 是 可 测 
3. BDA CA, i 了 在 4 上 可 测 ,而 且 在 4 上 上，f= g, EE 
4 上 也 可 测 。 因 为 4 是 零 党 ， 胡 日 在 4o 上 可 测 ， 从 而 #EA = 
AUA ETA 


习 . 题 3-2 


L Ef ae SC EG l a e q 3, W| J AF 可 测 的 充 要 条 件 是 下 
列 条 仲 之 一 满足 ， 

C1) HEFER, bacb), F '((a, NES 

《2) WFTE S XMa, bladb), jia, bD ER 

《3) AFERKA, b(a<by, J !((a, DDES 

C4) 对 于 任意 实数 0 bacb), Ua, DEZ 

2 EO, F) 是 可 调 空 间 ， 了 是 征 六 在 呈 上 的 实 拓 画 数 ， 如 果 对 
TEAR a, Bif=ays sm, J! EEES - uj [9 

3. JOSI B kk By P pt ht A P AR EE: HBD XT T E SJ 3 
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sma, A 
fi eo, ER 

则 称 了 为 .多 -可 测 。 

4. 如 果 了 是 定义 在 全 上 的 广义 实 信 可 测 靖 数 ， 第 一 题 中 的 辣 论 是 
否 仍 成 立 ? 

5. 如果 EP SKIN. EE 1 的 充分 性 部 分 是 否 成 立 ? 必要 
性 部 分 是 和 否 成 立 ? 

6. WET q a ECO, SZ EBE MS 8r, AEF, 令 

fO, WMROEA f 


hio) = 
g(a), MROEA” 


EH h En W 55 8k, 

7. Ea ACO I, FORO F OTW, f E (Q,, Fa) 
HO F ERRA MAAR o JE iF ORN EF a) 
HARE. | 

8. Ë f, (Qi, F D> Fa) 是 次 对 于 麒 有 的 AES a Tr 
LAER: 考虑 如 下 的 例子 ， 设 2 = 4,39.) RAS SI ENKA) 
是 9: 的 非 空 嘉 子 集 。 | | 

9. RACO, | KE SCIEA F00)532 18 sk, MUEXETIARSSKa 
AGQ=ay€ Sr, WACES. 

10. 如 果 了 是 太 上 的 广 闵 实 值 函数 ， 土 题 的 绪论 是 否 成 立 ? 

11. 证 明太 上 的 两 个 简单 函数 的 屈 积 以 及 有 限 个 简单 函数 的 组 性 组 


合 仍 为 A 上 的 偏 单 函 数 ， 

12，, 设 1{@) 与 8(0) 是 定义 在 A 上 的 两 个 可 油画 数 ， 证 明 下 列 集 都 基 
z mas, 

C1) AJZ); C2) ASKE) 

C3 AG<85 C4) Ad = g). 

13, f 为 上 上 的 可 测 函 数 的 充 要 条 件 是 ， 对 一 切 有 理 数 r, AGr) 
EUWE. ' 

14， 设 (Q, F RTM, ACO, f 是 定义 在 4 上 的 函数 ， 而 

asla, 


ter 
EP TERTRE, MET ERTA LAN, EI- REALE 
HAT 


8g 


15. (1) 设 靖 是 可 测 函数 ， 癌 了 是 否 一 定 匙 可 测 函 数 ? 
《37 设 户 是 可 测 函 数 ， 问 了 是 符 一 定 是 可 测 函 数 ? 


§ 3.3 ”可 测 函 数列 的 收敛 性 


定理 ] 设 {j,) 蚌 定义 在 六 上 的 一 列 可 测 函 数 ， 则 下 询 活 
数 都 是 A 上 的 可 测 函 数 ， 
CO 上 确 界 画 煌 suPj, (0 
(2) TAF EA inff, (0); 
(3) EREA limf, (%)， 
《4 FREH limf, (9)， 
ME (1) 易 知 ，supf, <a 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 所 有 的 n， 
f. =a, 故 | 
Alsupf, <a) = (|AG, <a) 
Pi basupi, 是 可 测 函 数 . | 
(2) 易 知 inf f, <a 3632843, FER, 使 Je <a, 
故 
Alini fa Za) = (JAG. <a) 
所 以 inf 六 是 可 测 函 数 。 | 
(3) A 
En = sup fi 
H C1) e., J 
lim fa =lim g, = int gs 
故 由 《2 ) 知 lim 六 可 测 。 
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同 理 可 证 (4) 
推论 。 设 {J,} 是 A 上 的 一 列 梧 测 P 22, wn 9 xT F — UJ 
acE 4，lim f, (@) FE GRR ET Ato), MR RKA 
tim fa (0) 是 可 则 函数 ， 
证 因为 
lim J, (@) =lim f, (@) =1im f, (@) 
故 由 定理 1 知 lim f, (o) 是 可 测 的 ， 
引 理 1 设 攻 @) 是 A 上 的 非 负 可 测 冰 数 ， 则 存在 A 上 的 
非 负 简单 浮 数 的 增 序 列 {f,}， 使 得 
lim fa tm) = f(D) (3.1) 
在 4 中 处 处 成 立 。 
证 4 


(iL, ytl efai 
hæs 2 2 2 


Ln, fa) mn (=1, 2,.,2"n) 
显然 ， 当 fo) <2 an 时 ， 有 


osf- BOLE (3.2) 


下 面 证 明 ， 
1 。{f 了 .C9@)} 单 调 增 加 . 
设 0 志 (8)<n， 则 在 在 正 整 数 i ， 使 


i-i i (l= 1, 2, +, 2°n) 
2 2 
Bj 
2i— 2 2i 
n S(O) <a 
亦 即 
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32 一 


-2 rocii n r 2 
故 
f. CG) = = 
2-2 2i-2 
i o 4i 
CERROS ACIA 


再 设 (0an APRA e: 
Wnaf ntl, BP 


. 十 
a poy 
则 
9ntt 
f+: (atins fao) 


MERfant 1, M 
fa =< m+ l= f, , (G) 


. 21 
天 


-1 


< f(0)< a N +i 


= Ao 


2" 2i 


于 是 对 一 切 @E A, fasi (Sf 0, BHF, (@) } 单 调 增加 。 


2°, GBD ARE DAPRE. 


如 果 0 私 fo)<+co， 则 存在 正 整数 Nia)， 使 oN, 


TENN, ocn, WA (3.2) 有 
|j (0) — 


所 以 有 | 
lim fato) = fio) 


(n>N) 


WRK- +co, MATENA, jaon, WMA 


lim J.(@) = +% = f(@}) 
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定义 1 设 fa) 是 广义 实 值 画 数 ， 令 


to (9, 当 feo)ys=0 
1 oio, 当 fa)<0 
_ -fo)， 当 Ke)<0 
i o= Í 0 ， 当 大 @720 


KA ft 与 广 分 别称 为 了 的 正 部 和 负 部 ， 显 然 有 
1°, fO) =f) - fo) 
Ifa] = Pa 了 f (6). 
2 。 可 测 函 数 的 正 部 负 部 都 是 可 测 的 ， 反之 ， 如 果 一 个 函 
数 的 正 部 和 负 部 都 是 可 测 的 ， 则 这 个 函数 本 身 也 是 可 测 的 . 
定理 2 广义 实 值 函数 了 为 可 测 的 充分 必要 条 件 是 它 可 以 
表示 为 一 个 简单 函数 列 的 极限 . 
证 充分 部 分 可 由 定理 1 的 推论 推出 ， 下 证 必要 性 ， 
设 了 是 可 测 函 数 ， 将 它 分 解 为 正 部 与 负 部 : 
= 天 一 广 
由 引 理 1 知 ， 存 在 非 负 的 简单 通 数 增 序 列 {f,} 与 {fg.}， 使 得 


lim f, = ft, limg, = f° 


n 


于 是 

lim(fe- Br) = f EPES 
BA WA ñ Ei 3k 224525 MAA, SR (3.39 式 将 了 表 
示 简 单 函数 的 极限 . 


ENZ? 设 fe fo “es 和 f EaR AE aE 
数 ， 如 果 妈 中 使 
lim fj(o)= f(O) 《极限 值 可 以 为 二 cc) 
不 成 立 的 点 的 集 为 一 零 集 , 则 称 {f:} 在 A4 上 几乎 处 处 收 襄 于 下， 
TJ f. IC P, 或 jf 一 ff ae LCP], 或 lim f= jae LCP, 


92 


起 混 背 的 情况 下 例如 在 整个 讨论 过 程 中 ， 只 出 现 一 个 测度 )， 
式 中 表示 釉 守 的 字母 〈 比 处 为 了 ) 可 以 党 去 
例 1 设 ( 及 ， 多 ，f) 为 所 考 碟 的 测度 空间 ， 令 
n, WE xA A 
fstX)= (1 1 
" 如 果 %* 为 无 理 数 
MEMES 0, 
H2 设 LR， 绢 ，m) 为 所 考虑 的 测度 空间 ，f(x》 是 RR 上 
的 单调 函数 ， 令 
及 = (x|x£€ R, f' (x)#f3E BT M} 
Hi 32 Sri knmC Ar) = 0. 令 
FO), 4 x€ A 
POOS A ER, s€ A 
则 


lim nCf(x+ È) — x) = g(x)as e. Cm) 


定理 3 说 (0Q，.F，P) 是 完全 测度 空间 ，4E 多 ,1{f:} 是 
4 上 定 交 的 一 列 可 测 函 数 ， 了 是 4 上 的 广义 实 值 范 数 ， 如 果 在 
AE-S fa MIETEN. 
证 记 
A= Alim f. = f) 
H Pf. f, WA- A= ARER, Tü UI E: A: E.BST BI Pk 
列 ， 且 当 @E A, i, 
1= lim fa 
由 定理 1 的 推论 知 ， 了 是 4: 上 可 测 函 数 ， 由 于 A, 2, PÈ 
完全 测度 空间 ， 故 了 在 A ETW, AE fE AS AUA 上 可 
测 。 
83 


定理 4 j(Q, F, P)jSu2 IEE SE jj, ACO, f. z. 
fa=1;2，…) 都 是 4 上 的 广义 实 值 函数 。 
(12 WJS fF Hy, > 8, MFE, 
《2 7 MRFS FH J = 8, W feg. 
证 《1) È 
N= {ol f. jer kap f) 
N,= {0| jRRT E } 
N={0]f#g} 
11 
NC N: UNK 
由 于 
P(N) = P(N = 0 
且 P 了 为 完全 测度 ， 故 P(N)=0 
(2) 采用 《1》 中 的 记号 ， 由 假设 有 
P(N) = PCN)=0 


x 

CA-NINCGA- NCA- N 
故 

N:CN;:UN 
由 于 


PTIUNO<PIOND + P(N) = 0 
F. p 35 Wine, w P(N; = 0. 
定理 5 ( 勒 贝 格 ) 设 4 是 具有 有 限 测 度 的 可 测 集 ， 了 hf. 
(n= 1,2,…) 是 和 4 上 的 几乎 处 处 硝 限 的 可 测 函 数 ， 如 果 在 4 上 
{f 几 乎 处 处 收 伍 于 了 ， 则 对 于 任何 正 数 *， 有 
lim PCAC | fs > f|28)) = 0 (3.4) 
证 É 
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A. = A| l= + co), n= 1, 2, w 

B=AC ARAF f > 

o-(UJ 4,)ua 

则 由 假设 有 
P(Q)= 0 | (3.5) 
m | f 
O B.(e)=AG F fl> 
OR, (e) = (Js, (ey 


ben 
M= BERG 
因为 {R,(e)} 单 调 减 少 ， 故 
lim PCR, = P(M) | (3.6) 
现在 要 证 了 明 ` 
MCO (347) 
事实 上 ， Mano € Q, Mjo), falo), M (o yB J rit 
数 ， 且 i 


lim J, (0) = 1(0) 
故 存 在 11， Eiken. 

| f, (6) — fo |< | 
WoR e (een), Mit, oR, (e), Bao ZM, ARE 
了 G.D. PEH (3.5) usss 0, BH 《3.6) 得 

lim P(R.(e)) = (3.8) 
HAB, ECR., el (3.8) TE (3.4) , 


定理 5 启示 我 们 引进 下 面 的 定义 ， 
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定义 3 设 f 和 fn=1,2, -ÆA ERLEA 
TUER., 如 果 对 于 任何 正 数 e， 

lim PCAC] fa — fle) =0 
EERME P 9k j. RE) (关于 测度 P》 度 量 收 
SFI, A 

1 => 
如 果 不 致 引 起 混 清 ， 第 头 下 的 了 也 可 省 去 ， 

如 果 P 是 移 率 测度 ， 则 依 测度 收敛 也 称 为 依 概 率 收 诈 ， 释 
率 论 中 的 弱 大 数 定律 所 考虑 的 收 敏 就 是 这 种 收 敏 。 

度量 收 敏 的 意义 用 文字 来 盘 述 就 是 ， 如 果 事 先 给 了 一 个 表 
示 炉 差 的 正 数 。 ， 不 论 这 个 e gh, ERO - fo)| 大 于 
或 等 于 e 的 点 @ 虽然 可 能 很 多 ， 但 这 种 点 串 的 全 体 的 测度 随 着 
8 无 银 增 大 而 趋向 于 零 。 

利用 度量 收 敏 的 概念 ， 勒 贝 格 定理 可 以 写成 如 于 的 形式 。 

定理 5 设 和 4 是 具有 有 限 测度 的 可 测 集 , J 和 (n= 1,2， 
…) 是 入 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 ， 如 果 在 4 上 {f} 几乎 处 
RAFI, WO BEBEK KC I | 

PERIE F RRA AEE A ER r gk h ETRE E S 
JUPAkAbik S, TENMET, RARER EK 
数 定 律 中 的 按 概率 收敛， 

下 面 的 钢 子 表明 勒 贝 阁 定理 之 北 不 成 立 ， 男 外 ， 这 个 定理 
中 入 上 共有 有 限 测度 的 条 件 是 不 可 省 略 的 ， 

例 3 对 于 每 个 自然 数 k， 将 入 =50， 13582 8k + X 
间 ， 依 次 记 为 

f Ars Ags "Ty Ark 
将 这 些 区 间 的 特征 函数 排 成 一 列 ， 

Pi X11s P2 = kris ps N22 P4 = Xano "H 
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则 函数 列 p ERKAT, AAWE p a= X, 则 对 于 任意 不 
大 于 工 的 正 煞 ee 
ACP |>) = A 
但 此 集 的 测度 等 于 二 《 取 了 为 勒 贝 格 测度 ， 当 严 一 co 时 它 趋 
向 于 0 《如 果 s>>1， 则 4C19。| >o 。 
EHTO, DHE- ARA 
Pa (Xa) —0 
并 不 成 立 、 因 为 对 于 任意 固定 的， 必 有 + ， 使 得 EAs 
AWZ (xo) = I， 因 此 在 数列 
QilX0), PalXo)s @s(X0), °" 
中 有 无 穷 多 项 等 于 1 ， 所 以 p,(xo 一 0 不 能 成 立 。 
例 4 取 A=(0, +°), P APRENE, EaR. 
j= 人 n n=l, 2, == 
" g 0, x€ (m, +20) re 
BAN. (LEA EAERAT i, 4ce <i, 
ACi fe- 128) = n, +20) 
ARTIP, + co) = + oo, HP f TRET 1 , 
定理 5 RH, ARAA RART WREE EEA 
您 是 几乎 处 处 收 策 的 概念 的 拓 广 ， 但 这 两 种 收 伍 还 有 以 下 的 联 
=. 
定理 6 CHH (Riez HIRIJ.D F A LERRKF j, 
WATA if, PEA EJ ALA 9 TP f. 
证 出 于 
tim PLACI fa- fl>) = 0 
故 可 取 正 整数 ms 使 
PCAC fs, — Fl >1))< 
一 般 地 说 ， 可 取 正 整数 n: (>l), EWE 
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P(A(|f., - fl>) < Li 


下 面 我 们 要 证 明 {j} 就 是 定理 中 所 要 求 的 子 列 ， 即 关系 
式 . 
lim f. , C0) = J0) (83.9) 
在 4 中 几乎 处 处 成 立 ， 其 证 如 下 ; 
设 
Ri = U AU f. 让 > 下) 


= Ñr. 
Mj 
PCR, xE 去 
UTAR MORD, HA 
P(Q) = im P(R,)=0 
今 证 (3.9) 式 对 of A- @ 成 立 。 Bike S A—- Q. MIF 
Eio Eo ER, W oWk2> il, 
O agal ->t 
因此 
li D- LE Kio) 
因为 二 一 0, 故 (3.9) 式 成 立 。 
度量 收敛 还 有 如 下 一 些 性 质 ， 
定理 7 C1》 如 果 {f,} 在 A 上 度量 收 纹 于 了 ， 则 {jf,} 在 4 
上 也 度量 收敛 于 对 等 于 了 的 任 一 可 测 函数 58， 
(2 》 如 果 {j]} 在 4 上 度量 收 竹 于 两 售 函数 了 与 8， 则 # 
HEFE. | 
证 O) 对 于 任何 正 数 e ， 显 然 有 
98 


At|f, —g| zze)yCA(fJ2eg) U A(T, fle 
BDBPCAC > g))= 0, WAEA 
PLAC! fa —gl2>e))<P(AC|#, — fl 2285) 
从 而 由 f> Í 可 推出 j, 二 gg。 
(2) 对 于 性 何 正 数 e ， 显 然 有 有 
ACf-g| < >A( If-i <E)nA( Ial <2) 
8 4CH-8l>ec4a( 1 天 -有 22)UA( I-e >E) 
(3.10) 
H TI, =>, jeg, WHn ooy 
PLAC |f, - | 222) —0 


P(A(|#.-8|223)-0 


于 是 由 6.10 有 . 
PilACIf~-g|>e))=0 
因而 ， 从 
AGAD = JAG- > 
部 得 f 与 E 对 等 ， | 
定理 8 HH3ETEA El(f. EER f, (e. EE k 80: 
g，0、B 是 实 常 数 ， 则 {ef, + Bg. ERRATE + Bg. 
证 aiia, 8+0. ITEE, BRA 
AQlafa + Bg. -af Bg] <e) 


ƏA( iaf, -ail < J)nA(I8s, -gl <5) 


Acata + Be, -ef Bel >e) 
| ca( [fa fl >Ë r)u A (ls: -el 性 ) 
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MEF H geg 可 推出 
mf, + Pgs >af+Be 
EA 设 {f:} 是 A 上 的 一 列 几 乎 处 姓 有 限 的 可 测 函 数 ， 
f 是 4 上 的 实 值 可 测 函 数 。 如 果 对 于 每 个 >>0， 存 在 一 个 可 测 
RA CA, 使 PF(4) < 一 6 并 使 得 {f,} 在 4- 4 上 一 致 收 伍 到 了 了 ， 
WIRA HEA 上 几乎 一 致 收 禾 于 了 。 
定理 9 ( 叶 果 洛 夫 (Eropos)) 设 和 A 是 具有 有 限 测 府 的 可 
油 集 ,{f,} 是 A 上 的 一 列 妃 平 处 处 有 限 的 可 测 消 数列 ,如 果 {1.} 
在 4 上 几乎 处 处 收 侣 于 实 值 可 测 函 数 了 ， 刚 {f. 在 4 上 几乎 一 
Bu ae. 
证 对 于 任 给 的 e>0， 设 
R: (e) = [jadi -fl 1e) 
在 证 明 勒 只 格 定 理 时 已 证 
lim P(R,(g>)= O (3.11) 
由 些 知 ， 对 于 每 个 正 整 数 i ， 存 在 正 整 数 ni, 使 
PR R.J) <: 


对 于 任 给 的 正 数 6 ， 选 取 充 分 大 的 正 整 数 i dË 


> z< 
-Ü R(t) 
W  P(A029 


下 面 证 明 在 4 一 4 上 {f 一 至 收效 于 了 。 
对 于 任 给 的 正 数 = ， 取 正 整 数 i 充分 大 ， 使 满足 


w 1 
ilgs + < 
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于 是 当 mE 4- A, W, o@R. (T), BD3Wk>n, 时 


aeA( In-=1 >F) 
从 而 

Ijito) - Ho < 二 <e(k>>piyoEA-As》 其 中 诈 
只 与 s 有 关 而 与 无 关 , 所 以 {f,} 在 4- A: ERRET Ko) 

定理 10 设 {f.} 是 A 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测序 数列 ， 如 

果 {fu} 玫 乎 一 致 收 敏 于 实 值 可 测 函 数 f ， 则 {j.} 几 乎 处 处 收敛 
+f. | 
证 “由 假设 ,存在 可 测 集 B, 一 4, 使 得 PLB,) 一 上 并 使 得 ff, ) 
在 和 -也 ,上 一 致 收 伍 于 fa = 1)2。…)， 令 

E= {E 
则 有 ` 

P(E)<P(E,) < 
HAPE) = 0， 在 4 一 E 上 {f,} 显 然 收 黎 于 了 。 


sJ 题 3-3 
1: 于 玖 各 趟 是 否 成 立 * 


《1) A@(supf.<a)= (JAG. <ay, 


n=l 


(2) 4tinf L= | JAG. <o. 
押运 二 


2, 在 定理 3 中 内 掉 油 度 忆 完全 的 假定 ， 定 理 的 结论 是 理 度 次? 
3。 证 明度 匡 收 襄 的 可 济 函 数列 的 每 一 个 子 列 也 度量 收 化 ， 
4。 设 刀具 有 有 有限 济 度 ,在 A 上 Ij, =f, €, 党 8B， 证 朋 f。 64 地 /8. 
5 如果 P(A4)= + co。 上 是 的 结论 是 否 成 立 ? 
6。 设 (f. 在 4 上 度量 收 伍 于 了 ， 吕 是 任意 正 实数 ， 证 盟 
<1) H. |° =>], 
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(2 》 如 果 刀 是 和 上 的 任 一 可 油画 数 ， 负 
Ifa —g|#==[ f — gl" ' 
7- 设 和 1 (=1，2，…) 是 4 上 的 可 测 函 数 ， 证 明 在 4 上 f. => 
1 的 充 相 条件 是 WATES, FERRAN, ERN n>N 时 有 
PLAC fa -Ie ee 
8. HE, (MEREZA (2, F, P) 上 上 的 随机 变量 。 证 明 
im。 (0)= 0 ag. 
的 充 村 条件 是 对 于 和 尾 给 e >08i H 20, TFIEIE3E3KEN BS 
PUHUGI| Eo s ,对 一 n>N})>1-— + 
9. P, FRR A.A, € ksl, 2, -)B. 
A, NA; =0(Gj) 


YTA, =Å 


k-i 


于 是 定 文 在 点 上 的 画 数 ， 它 在 4: ERREG: AP 函 数 称 为 A 上 


BWER. 

WE A ERSA n) 8) o MEA r — a 函数 
的 板 限 。 

0。 对 于 广 之 实 值 函数 ， 上 题 的 鱼 论 是 否 成 立 ? 

11, f fa (=l, 2，…) 是 集 G 上 的 实 介 画 数 ， 证 明 

<1) tellim7, (@)= 于 (向 外 


Doi 


lU 门 iaffe +i (@)-fea)y| <+ bs 


j=" 


(2) {olfa CREAF T o)} 


= U f Ú {oij fari tO AOSE 


12. f, fa =l 2: …) ARA EJL PALAA RRIT BHS, 则 
<1) Í, Jy? HERRES, 对 任 给 8 >0, 


E(f J {olf co)- fa e€ =0 


n=l jet 


C2) URARRA ARE, M Í. > Í 的 要 条 人 是 ， 对 任 维 的 
182. 


e >0, 


impe | Jolif si -f[2ey=o 


13. W AJL FA- BRAE, LFR a 相 
比较 ， 

14， 如 果 存 在 正常 数 c， 使 得 {m1 io] >c) 是 一 个 测度 为 零 的 集 ， 
出 称 了 是 本 性 有 界 的 .用 十 了 | 表示 满足 上 述 条 件 的 数 c 的 下 确 界 .证 明 
{fa JU pap Sk kako J HEERE 

limflf, -fi =0 


15, BARRARE, f F. . 5 f 35 A EAL FAA 
Afirmar, Mj (F, # A Fdikiam PE ap f DEEE: H 
于 dfa h WE- TEF] 都 可 以 及 中 再 找到 一 个 子 毅 列 几 乎 多 处 收获 
Ff. 

16, W (fa EAER RRE MR TERES, 620, 在 
在 上 只 依 赖 于 £ 儿 旧 的 正 整 数 和 N， 合 得当， m2zN 时 ， 

PLAC fn -fn [PEDS 
MPH. PE 8 MIES E Sr), 

EMR {f。} 基 可 测 持 和 上 上 的 依 测 度 基 本 和 狗 列 ， 且 有 子 叙 列 a} 
优 测 度 收 租 于 了 ， 则 1, 之 

17. (f. 1 是 可 测 集 如 上 的 一 列 可 测 函 数 ， 则 它 是 依 测度 基本 叙 列 
RERE: PERANGAI, Ha. } 依 测 诬 收 襄 于 了 了。 
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第 四 章 积分 理论 
S 4.1 测度 有 限 的 集 上 有 界 函 数 的 积分 
在 本 章 中 我 们 始终 假定 在 一 个 给 定 的 测度 宝 间 (9,.F7,P) 
中 进行 讨论 ， 
定义 1 设 4 是 一 个 具有 有 限 测 庆 的 集 ，j 是 定义 在 A 上 
的 可 测 函 数 ， 且 对 一 切 oE 4 有 


c<J(6y<4d 1.1) 
在 区 闻 (e, D 中 任意 插入 车 于 个 分 点 
e=y yi y, = d G.2) 


来 划分 区 间 (e, g) ， 记 这 一 分 法 为 4， 设 
A, = AY I) 

则 分 别称 
SA) = ErP 


S(A)= Iyi PCA, 


łaj 


为 了 相应 于 分 法 4 的 大 和 与 小 和 。 
显然 集 A, (k= 1,22," ,n)W PN A 4H2 , 县 


A= STA, | 0.3) 


k=1 
PCA) = Y IP (A,) (1,45 
k=1 


引 理 1 ”车 在 原来 的 分 点 中 加 入 新 的 分 点 ， 刚 天 和 不 增 
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加 ， 小 和 不 减少 ， 也 就 是 说 ， 如 果 加 入 新 分 点 后 对 应 的 大 和 及 
小 和 和 分别 为 SC4' ) 与 8S C4 )， 则 
SANS SA, SADESA 
iE 不 失 一 般 性 ， 我 们 只 就 在 Miao Yi2 中 加 入 一 个 
分 点 7' 而 构成 新 分 法 A' 的 情况 来 证 明 。 此 时 当 丰 i 时 ， 对 新 分 
法 而 盲 ， [ys Yo 5 A, 无 变动 但 iai yO HHR 
[yi y BC", y) 
两 部 分 。 因 而 A, 分 成 两 个 集 的 和 ， 


A; =A'; + At 
其 中 

A i = AO a SSL Y, AY = AG fi) 

PLA) = PCA) + PCAS) (1.5) 
于 是 有 


SA- SA) = y PA; -y PLA; -yi PCA") 
(1.6) 
由 于 y <y, BH (1.5) 与 (1.6) 有 
SA S(AD20 , BB SAOS SA) 
同 理 可 证 SASSA) 
推论 任 一 个 小 和 不 大 于 任 一 个 大 种 ， f 
证 ÉE A, 与 4 是 re， 中 的 任意 两 个 分 法 ， 将 A, 与 A; 中 
所 有 的 分 点 合并 起 来 ， 组 咸 一 个 分 法 A. NH 
SADE SA, S(A)= S(A) 


+H S(As=<CS (As) 即 得 S(4AD< S (AD. 


引 理 2 ” 摊 5 与 8 分 别 表示 所 有 大 利 的 集合 的 下 确 界 与 所 
有 小 和 的 集合 的 上 确 界 ， 即 
S =inf S(4)， S =sup S (A) 


则 5 与 5 都 是 有 限 数 , 且 二 者 相等 ， 


证 É 4。 是 一 个 分 法 ， 则 任 一 大 和 3 (CA) 都 满足 
SLADKE CA) 


KA, MAKMA (S0A)) 是 一 个 有 下 界 的 集 ， 故 其 下 
HRSA E 
S(ANES 
由 于 A, 可 以 任 取 , 故 上 式 也 表示 所 有 小 和 的 全 体 {SC4)} 是 
有 上 界 的 集 ， 故 其 上 确 界 SS 有限 。 于 蚌 对 于 任 一 分 法 A 有 
SIAESE S= Š (A) 
Z 
ACA) = max{y, Yera) 
则 由 (1.4) A 
S(A)—-S(A)=ACA)PC(CA) 
从 而 有 . 
0< S - SEMACA) (1.7) 
由 于 4(4) 可 任意 小 ， 故 得 
5S=5 
定义 2 WAP, d) 的 一 个 分 法 ，0CA) 是 依赖 于 
上 的 一 个 量 〈 即 oC(4) 是 4 的 函数 ) ， 如 果 存 在 常数 5S， 它 满 
足 如 下 条 件 ， 对 于 任何 之 9， 总 存在 >0， 使 得 对 于 任何 分 
法 4， 当 Aot, # 
IKA- S| <e 
则 称 当 ACA)20 Bj, oO ARRS, wA 
gagas | 
引 理 3 当 4(4) 一 0 时 ,大 和 5C4) 与 小 和 人 (4) 的 极限 
WEE. BOAH (用 S 染 示 共 同 的 极限 值 》， 有 妈 


306 


lm 5 (4)=1im, SA =S (1.82 


1(8&)— o 
证 取 
S= 8 = 
则 对 于 任 一 分 法 4 有 
S ASSE (A) 
HERR O. 有 
0=< S (A)— Ss=ACA)P(A) 


wE 
l lim (S(A)—-S)=0 ` 

td 

即 
lim, S (A)= S 
alje 

同 理 可 证 
lim S {A= 


raj o 


E3 ” 设 f 是 定义 在 共有 有 限 测 度 的 集 4 上 的 有 界 可 测 
HZ, WF 《1.8》 式 中 的 极限 为 了 在 A 上 关于 测度 PP 的 积 
分 ， 并 用 记号 

TsfCo)P(do) 或 jfdaP a.D 

由 引 理 3 易 知 RA O.D BES REEL th Br 8 6538 c 

ijd 2, 事实 上 上， É Cc*, d*) 是 包 合 f 的 信 域 的 另 一 个 
区 间 ， 凤 对 一 要 oC 和 有 

cfm) eat 
HEEL, Tiit 

c<cet*<f(6)<dt <d ` 
Ele, 器 中 搬入 分 点 

Ca yi I y, = d 
来 划分 区 间 ， 并 设 c* 与 8* 都 是 分 点 之 一 ， 即 设 
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c*< yi, dt= y. 
于 是 当 k>m 或 kal 时 有 

PLA) = 0 
因此 得 到 


S= Sy P(A,= WT yvPlAD= S* (.10 
K< 11 


其 中 S* 是 由 Cex，d#) 产 生 的 夫 和 ， 将 分 点 加 密 然 后 取 其 极 
和 腿 ， 则 由 上 式 可 知 由 (c， 由 与 (o*， 翌 ) 得 到 的 积分 值 5S 与 S* 
相等 。 这 个 事实 是 很 重 村 的 ， 因 为 只 有 这 样 才 使 积分 的 定义 所 
脱 了 选取 oc. d 时 的 偶然 性 。 

从 以 上 的 讨论 知 ， 对 于 定 义 在 具 宵 有 限 测度 的 集 4 上 的 任 
HARTAR j, Fa (1.9) 都 有 意义 ， 旦 为 一 个 有 限 
数 ， 这 时 我 们 也 说 了 在 4 上 可 积 。 

定理 ] B P(4)<so* 了 是 定义 在 和 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 


且 在 A 上 满足 
caji d 
出 cP(A)=< | JdP<<dP(A) (1.11) 


证 ERE e. MU 
ce-ecflo)<dre 
HAE -e dte 的 任 一 分 法 ; 
CESLA <, =d+ 8 
MJ 


e s Sde (k=1,2,- B) 
故 (ee YI P(A,) < iy P(A,) 
i= kai 
(d+e) PCA) 


kni 
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Ce- DPA) <S (A)<<<(d+ e)PC(A) 
BFAD SC, Heec, MAY (1.11) K. 
推论 1 设 P(4)<cc。 如 果 在 4 上 取 常 数值 c， 则 
[| JdP = cP( À) f 
推论 2 设 P(4)<co， 了 是 4 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 如 时 
了 不 是 负 的 《不 是 正 的 ) ， 则 它 的 积分 也 不 是 负数 CAS JE IE 
数 ) 。 
推论 3 如果 PCA)=0， 则 任何 有 界 哥 测 函数 在 4 上 的 
积分 等 于 0 。 
定理 2 设 P(4)<+coe， 了 是 4 上 的 有 界 可 浏 函数 ， 如 
果盘 分 解 为 有 限 个 互 不 相交 的 计 测 集 的 和 ， 


A= SA, 
m 
f, ra= > dP (1.12) 
HE AA AnA B T ER 
A= A +A” 
的 情况 来 证 明 。 设 在 4 上 
c< Koy d 
X 


e=y yi <, = d 
Ele d 的 任 一 分 法 ， 记 为 丸 。 令 
E, SALY =<f<y,) 
Ei A (y, SÍLY) 
E EA” Yia SIFE) 
ny 
E, =E: +E; 
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PCE) = P(E) + P(E: ) 


T 
y P(E) = SO yP) + 3 y P(ET) 
=1 k=l i= 

信 ALA) — 0E 


falāP = j aJaP + |a dP (1.13) 


用 数学 归纳 法 由 (1.13) Bufi (1.125 。 
定理 3 设 P(4)<ce， 了 是 4 上 的 有 界 可 测 函 数 。 如 果 


和 分 解 为 可 列 个 互 不 相 变 的 可 测 集 的 和 ; 


AEA ` 《1.14) 
则 
f rar- = f ae (1.15) 
证 由 aO 有 
P(A)= SOPA) (1.16) 
¿ ini 
R= 37 A: (1.17) 


kmi +1 


则 由 《1.16) 与 《1.17) 有 


limp(R,) =lim 5 P(A.)=0 (1.18) 
由 定理 2 有 | 

[ap = zf te f ra (1.19) 
设 在 4 上 

e<J](e)<d 
于 是 由 定理 1 有 


cP(R,)= j, fdP=dP(R.) 
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WERE (1.18) 有 
umf, far=。 
于 是 在 (1.195 中 令 n> 即 得 (1.15) 。 
(C1.12》 式 称 为 积分 的 有 有 限 可 加 性 ， (1,15》 式 则 称 为 积 
分 的 可 列 可 加 性 ， 
在 以 下 的 各 推论 中 ， 设 4 是 具有 有 限 测度 的 可 测 集 。 
推论 1 设 于 与 引荐 定 当 在 4 上 的 两 个 对 等 的 有 界 可 测 函 
E, m 
[dP = [,gdP (1.20) 
证 + 
A= A(f#g, A= A(f= gb 
则 PEAD =0， 因 而 
ja JdP= [a gdP=0 
EALE f= g, WK 
jfap = |,gdP 
将 以 上 二 式 两 迪 相 加 并 利用 积分 的 有 限 可 加 性 即 得 (1.20》 。 
推论 2 设 了 是 4 上 的 非 负 有 界 可 测 函 数 ， 如 果 
[,fJaP = 0 
Bü f X32670. 
证 由 于 
4(f>0)= Ua (>T) 


如 果 f 不 对 等 于 0， 则 存在 正 整数 N， 使 得 
PAGS > =a>0 


< 
A= AG>)» AtA- AI 
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Il fap | 920 
于 是 
f a = |. JdP + j. jap >£ >0 
这 与 假设 子 盾 ， 
引 理 4 B PLAZO, f GE REALEXHAR M 
HA DM 


jalf+ gydP = j JdP + jagdP (1.212 
证 设 在 4 上 
ce Koy d, cg(m) a 
X 
c= y < yi. y, = d 
是 [ce; 习 的 任 一 分 法 ， 记 为 4， 邻 
P, = Ayre ECY) 
Gi = AG. gy) FILU 
Ti =F, NG; G,j=1,2,--, n) 
显然 
| a+ yapa > Sh. dP 
Y ocTi Æ 
Fisi HY Sf) FT ECO TY + V; 
由 定理 1 得 
Vias Yj DPT i  )=S Í; (F+ g)de=c (YI 
+y )P(T, 2) 
将 这 些 不 等 式 各 边 分 别 相 加 ， 得 


E Eint y- DPT) 


i=: f= 
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jf +g)dP 


EY yy ty PCT) (1.22) 


im] jml 
y: Py PCT, ) = yy, pri I) 
iw i= 1 i= 
= yp (PT) 
= yr (Derine,) 


=Y ay P(F;) 


= S (A) 
此 处 $ CA) 表示 了 丰 应 于 分 法 4 的 大 和 ， 
用 同样 的 方法 可 以 计算 0.20 中 其 它 的 和 和 。 于 是 人 .22) 
WASH 
S+ SANSE (f+g)dP 


=S, +S ,.CA) (1.23) 


其 中 的 记号 是 不 讲 自明 的 
在 (1,23) 中 令 4(4) 一 0， 即 得 (1.212 ， 
引 理 5 说 P(A)< co, 了 是 定义 在 4 上 的 有 界 可 测 了 画 
数 ， 是 一 个 有 限 常数 ， 风 
TcfGP= cÍ afdP 《1.24) 
证 当 c=0 时 (1.245 显然 成 立 。 
ZEE c> 0, adib, XE 
a= yy, < y, = b 
是 Ca, b) 的 任 一 分 法 ， 记 为 4， 按 定义 1 SRA, S (A) 和 
S(4)， 则 
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[rap = | cjar 
但 当 @E 4; 时 ， 有 
Cy Ef cy, 
于 是 由 定理 1 有 
CYra PCA Sf acldP Ey P(AL) 
将 这 些 不 等 式 各 边 分 别 相 加 ， 得 
csi S | cfdPsse S (A) 
在 上 式 中 令 4C4) 一 0。 靶 得 CG1.24) 。 
ce<0 的 情况 可 以 类 做 地 证 明 
定理 4 É P(A)<oo, Ff, 8 是 A 上 的 有 界 林 测 函 数 ， 
e., Bp 是 两 个 有 限 常 多， 则 
J Cef+ BgydP =ajafdP + BlagdP (1.25) 
FA (1.25) 称 为 积分 的 线性 性 . 
本 定理 是 引 理 4 与 5 的 直接 推论 ， 
推论 WE P(A)<ço, f. g EA LER Ra Mass, 则 
jati- g)dP = f ,JdP — j agdP ` 
定理 5 积分 的 单调 性 ) 说 PC4)<eo， 了 了 ，5 是 上 上 


有 界 可 测 函 数 ， 如 果 
Tn) gm) (1.26) 


在 上 4 上 几乎 处 处 成 立 ， 山 
[uafadp j agdP (1.27) 


证 根据 定理 3 的 推论 1， REB (1.26) 在 4 上 处 处 成 
立 的 情况 来 证 明 。 此 时 
glo- f(t (OEA) 
TEF 
JagdP- {a fdP = | ,(g— f)dP>0 
Wk (1,27 式 成 立 。 
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推论 ] 设 F(4)<ce， 了 是 4 各 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 如 时 
fo)2z0 在 4 上 几乎 处 处 成 立 , 则 
j JdP>Q 
定理 6 E P(4)<ce， 了 是 4 上 的 有 和 异 可 测 函数 ， 则 
lj fap| <f.lfldP | (1.283 
证 HF 
- I#| =#=]#l 
BAB 8812 AI EERS 
- falf dP] fdP<ci lfl dP 
由 此 即 得 (1.28) 。 


J 题 4-1 


1, 设 Aco, T 是 定义 在 4 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 证 明 
: k k k+1 
fae= um 三 (4 CI <S) 


2, 设 P(LA)<o%， 了 是 A 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 则 对 于 性 何 正 数 e, 
都 存在 A 上 的 简单 沙 数 Pm， 使 I 
falf -#@ldP<e 


3. 设 P(4) <=, A= | JA, REPARTEN, MRAN 
k= 1 


的 绿 个 点 @ 至 少 居于 上 述 几 个 集中 的 4 M M Alkalom 中 至 少 
有 一 个 集 具有 测度 之 -人 -P(A)。 

4, z (0，,9F7,P》 是 全 有 限 的 测度 空间 ，f 是 8 上 的 非 估 有 界 可 
NRK, AEF, $ 

MLA) = fafdP, m$) =0 

Em CA) 二 多 -上 的 全 有 限 测度 ， 

5. 设 9<PCA)<<oo0， 了 与 8 是 A 上 的 可 积 函 数 ， 出 
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JO) gto) 
EA E Jue Ab gk k sr Bb ii Hi 
jajdP <i sdP 


§ 4-2 测度 o~ 有 限 的 集 上 
一 般 可 测 画 数 的 积分 


引 理 1 BPL, JEA EEB AR, 
TONERI fo), 3 fn) EN 
N, 当 fm) >N 
W Ex 是 一 可 测 荡 数 ， 且 极限 
Hmj Ca dp (2.1) 
FE AEREO . 
证 由 等 式 
ADs = Í AGS) 3 c<N 
A. 当 c > N 
A Cfl 是 可 测 的 (这 里 并 未 要求 区 测度 有 限 ) 。 因 为 Cr 


EARE, KRopo [CH dP 存在 ， 才 外 显然 有 
CIEL TEL 
w 
HEAPS Í ,CfO dpss fa dP 
MARRE (2.15 FE. 
EXI BEPA, jJ PEALEHT MY #J A 
3k, MIE 《2.1》 所 表示 的 极 眼 为 1 在 4 上 的 积分 ， 并 记 为 
j fdp 
JE K 822 TARE MPAA f EAER. 
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易 知 ， 对 于 测度 有 限 的 集 上 的 非 负 有 界 可 测 酉 数 而 言 ， 新 
的 积分 定义 和 老 的 积分 定义 是 一 臻 的， 这 是 因为 当 寺 充分 大 
Ej, A 
ra] ==] 
显然 此 处 定义 的 积分 其 有 可 吉 性 .事实 上 上 , 设 4= Aír+ Az, 
其 中 As A: ENR, 


| rap= umf cpnap 


= lim| TCDwap+T CP dP ! 
= jafdp+ [afdap 
定义 2 WARA AH WE, WE 
AmA CTA, C = 
蚌 4 的 一 列 可 测 子 集 ， 而 且 ` 
POA, eo, A= (Ja, 
则 称 {4。} 是 4 的 一 列 单 MRS RAA. 
显然 具有 ec -有 限 测 诬 的 集 一 定 存在 单调 测度 有 限 覆 盖 。 
事实 上， 如 果 上 4 具有 -有 限 测 度 ， 则 按 定 祥 ， 存 在 可 测 
集 列 {E,} 使 
P(E,)<ço , AC U E, 


m= 1 


A ` 
A, = AD (Uz, ) 
岂 {4,} 就 是 4 的 一 列 单 调 测度 有 限 覆 差 。 
定义 3 设 4 是 一 个 具有 5 -有 四 测度 的 集 ，{4,} 是 妇 
的 一 列 音调 测度 有 限 覆 益 ， 了 是 定义 在 4 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 
则 极限 
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umf jaP (2.2) 
称 为 了 在 4 上 的 积分 ， 并 记 为 . 
J. TdP 
如 果 这 个 积分 是 一 个 有 限 数 ， 则 称 责 数 了 在 A 上 可 积 . 
注 ， 由 主子 非 负 而 44 单调 增加 ， 故 由 积分 的 可 加 性 质 
Í a dP 是 一 个 增 序列 ， 因 面 极 黑 C.D — ETE (但 可 能 为 
无 限 ) 。 
我 们 要 说 明 这 样 定义 的 积分 是 确定 的 . 也 就 是 说 要 证 明 极 
限 〈2.27 的 值 与 单调 测度 有 限 覆 盖 列 (A, 的 选取 无 和 关 ， 以 下 
的 两 个 引 理 就 是 证 明 这 一 事实 ， 
582 设 A 是 一 个 具有 9- 有 和 根 WREKE, f EEE 
AEREA EEM, (A.) EA BRRRBEA RSE. M 


nimf, fap = imf r. dr (2.3) 
证 由 于 
f> 
Giga 
umf jap> umf, cp,ap © A 
" 
umf, fEP =1 


下 面 我 们 考虑 Ico biji >0, FEERHN, 
全 | 
Jap HP21 - 


根据 定义 1 BEARN FEER m, E 
Jap dP- e 
AE mN, TRA 
fa CdP- a 
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HT e 任意 而 (fa hadr) 单调 增加 ， 故 由 上 式 有 
umf [A dPD>I = 1im| fap (2.5) 
MATEY =o, (2.5) MRX. 
H (2.4) 与 (2.5) BD (2.3). 
383 设 4 是 一 个 具有 -有 限 测度 的 集 ，/ 是 定义 在 
各 上 的 非 负 可 测 函 数 ，{4,) 与 18,} 都 是 4 的 单调 测度 有 限 覆 
me, Hl 
nimf CD.2P=rm| cpeap (2.8) 
证 ”如果 这 两 个 极限 都 为 2%*， 则 (2.6) 自然 成 立 ， 下面 
考虑 这 两 个 极限 中 有 一 个 为 有 限 的 情 视 ， 不 妨 
设 
imj  CD.dP= A< e (2.7) 
HFa dP) 是 单调 增加 的 数列 ， 故 对 一 HERAn., A 
fanl APEA 
根据 有 了 眼 测 麻 梨 于 的 有 界 可 测 函 数 积分 的 可 加 性 和 单调 性 ， 对 
Ti FiE3ME3K m, 3 n>m ih A 
[Ts CPD, dP= faunaa (J dP + |, . EP, dP 
= j, Cfi dP + mP- A.) 
=A+mP(B.— A.) (2.8) 
由 于 对 固定 的 mm， {B-A} (n=1, 3, =) 是 单调 减少 的 集 
šh H | | 
Ne. -A,)= B. -Ua. =B.-A=$ 
XP(B.-— AD <P. J, 故 根据 测度 的 上 连续 住 有 
limp(B, - A.) =0 
于 是 在 人 .8) 中 令 2 一 ce ， 即 得 
[s.CD dP =< A 
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令 mm 一 co 即 得 


tmf cndp<lim| [ 门 。gP 《2,9) 


m — 


H P.A, 与 { 了 3-} 处 于 平等 的 地 位 ， 故 仿 归 上 面 的 证 明 ， 


H 
lim| cudp 
欧 有 限 性 又 可 推出 
lim| dp<lim|B. cC dP (2.10) 


h (2.9) 与 (2.10) 即 得 (2.6) 。 
肉 上 两 个 引 理 表明 。 权 限 〈2.2) 的 值 与 单调 测 庆 有 限 覆 盖 
列 {&s} 的 选取 无 美 。 央 而 定义 3 是 确定 的 ， 
易 知 ， 对 于 测度 有 限 的 抹 上 的 非 负 可 测 函 数 而 言 ， 新 的 积 
分 定义 与 郝 的 积分 定义 是 一 致 的 , 轩 为 可 取 A. = Atn= 1,2,*…} 
为 4 的 单调 测度 有 限 覆 盖 ， 
推论 设 了 在 4 上 可 积 ,{4。)} 是 4 的 单调 测度 覆盖 , 册 
JiaPp= tim] cmsa 
定义 4 设 4 是 一 个 具有 co - 有 限 测度 的 集 ，f 是 定义 在 
44 上 的 可 测 函 数 ， 如 果 了 的 正 部 J 和 和 负 部 广 中 至 少 有 一 个 在 
AETA, MJ 
jaf*dP- [af-dp 
5f EA EBR AERE , HRA 
juafaP 
如 果 [4sfdP 有 限 ， 则 称 了 在 A 上 可 积 ， 
显然 f 在 六 上 可 积 的 充 和 要 茶 忻 是 六 与 六 都 让 A 上 可 积 . 
易 知 ， 对 于 非 负 可 测 阔 数 来 说 ， 积 分 及 可 积 性 的 新 、 旧 定 
义 是 一 致 的 。 
在 公理 化 的 概率 论 中 ， 随 机 变量 的 数学 期 望 就 是 用 概率 空 
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间 上 的 积分 来 定义 的 ， 即 设 &(0) 是 概率 空间 CQ, r, P) E 
的 随机 变量 ， 则 称 积分 | 
Teca7GP 
为 起 吕 ) 的 数学 期 望 ， 记 为 BE 
下 面 我 们 来 介绍 积分 的 一 些 重要 性 质 . 
引 理 4 设 4 是 具有 -有 限 测 度 的 集 ， 了 是 4 工 的 可 积 
函数 ，E 是 4 上 前 可 测 函 数 ， 如 果 
lgl <f (2.11) 
网 8 也是 可 积 的 ， 
证 由 (2.11) 有 
g= g Sf 
设 {14。)? 是 和 4 的 单调 测度 有 限 履 盖 ， 对 任何 正 整数 上 ， 显然 有 
Í Ü Lg AP E] aoT 门 daP 反 7GP 
于 是 由 引 理 2 有 
| sap= lim| coaps<| fap<oo 
因此 8g+ 是 可 积 的 。 同 理 可 证 s 也 是 可 积 的 。 
引 理 5 设 了 、E 是 集 4 上 的 两 个 非 负 融 数 ， 刚 对 于 任何 
En, A 
Cf gs, EEN, + Ce, Lf Brn (2.12) 
证 RecA, 如 果 
fo) ny gm) Ln 
则 显然 有 
LÍC) + Em EAO) + go) 
= Cfa), + Cga) 
mE ah ge 市 至 少 有 一 个 不 小 于 下。 例如 an, BM 
Cilo) + glo) =n 
H+ Cgo) a 
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一 [其 四 )， 上 + [8(CG7 3 
故 《〈2.12) 左 端 不 等 式 成 立 。 
由 于 
(fa, + CRI Sf +E 
(fl. + Egl, E2 
该 
(f, + Cgi, Smin(f + g, 2n)= Cf+ g2:, 
Hü (2.12) 市 端的 不 等 式 成 立 ， 
引 理 6 BARRA -5 RUER, f He 是 4 上 的 
可 积 函 数 ， 则 了 f+8 也 是 可 积 函 数 ， 且 
jatf + g)dP = fafdP + agadPp (2.13) 
iF EE f>, gao 的 情况 。 设 {4:} 是 A 的 单调 测度 
有 限 覆盖 ， 根 据 引 理 5 及 测度 有 限 的 集 上 的 有 界 通 数 的 积分 的 
性 三 有 
Janit EJ dP] aa ((f3, + Eg dP 
= fáa Lf) dP + | a| (g3.dP 


fanl + ga dP 
Z] aaa Cf + gl dP (2,14) 
E (2.14) 的 第 一 个 不 筹 式 中 令 n 一 ceo， 得 i 
Jaf + g8ydp=<s | JdP + | agdP (2.15) 
HE (2,14) 的 后 两 个 不 等 式 中 令 n>, # 
JafäP + [ugdP | (ft dP (2.16) 


H €2.15) Æ (2.16) 即 得 (2.189. i 
利用 数学 归纳 法 可 将 《〈2.13) 推广 到 有 限 个 非 负 可 积 函 数 
的 情况 。 Ë i 
TI J, 8 是 一 般 可 积 函 数 的 情况 。 
由 于 
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Fp SF + g, (j+ g) =f +g 
故 岂 引 理 4 S. fte 是 可 积 的 。 叉 由 于 
(+E)+ (ftg) = f+ a= G E + (gt — g") 
有 从 而 有 
tfr ff tg = fi + gt + (f g)" (2.17) 
WTAE ATERA (2,13) Ra Wk IH (2.17) 有 
jaft g aP + faf aP +j g dP 
= faf'dP + fag dP + j (I+ gy dP 
其 中 每 一 项 都 是 有 限 数 ， 移 项 后 即 得 (2.13) , 
引 理 7 BARERA -A R WERE., f 是 A4 上 的 可 各 
函数 ， À 是 一 个 有 限 常 数 ， 则 
{ucfap = e Í afap (2.18) 
证 先 考虑 J2>0, coh. mHE c R t I SE, 
出 《2.18)》 可 由 引 理 的 出 。 如 果 “= Q Wik AERD Mi 


A 6 A 
as [ae 


| + tap = 工 | jap 
由 此 再 应 用 引 理 6 可 知 ， 当 c 为 有 理 数 时 ， (2.10 成 立 ， 如 
果 e 是 一 正 无 理 数 ， 则 存在 正 有 再 数 rf、，s E r<c<s, B+ 
1 这 0， 敌 由 引 理 2 ， 根 据 有 限 测 度 集 上 的 有 界 函 数 的 积分 单调 
HEBE, 

jarfdP& f cfdP f sidp 
由 于 c 为 有 理 数 时 ， (2.10 成 立 ， 故 上 式 可 写 为 

rjajdP&j acjdP&sjjadP 
Z r 5 si ei (2.18) , 
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TERE 了 为 一 般 可 积 国 数 的 情况 ， 当 总 =0 时 ，(2.,18) 
当然 威 立 ， 若 c>0， 则 出 等 式 
(ef)*=cf', f = cJ" 
i. ert (2.13) 可 归结 为 前 面 已 让 的 非 负 可 积 函 数 的 情况 ， 
由 
C J2t= ju, (— P = h" 
有 
fac- dP = faf dp - jaftdP = — | JdP 
wH c= -1 BJ, (2.18) RRX. 
# c 是 任意 负数 ， 册 
[.ejJdP = -jalclfaP = — |c| fafaP = cj ,fdP 
$k (2.18) 成 立 。 
定理 1 AE Rf o 34 限 测度 的 集 ，f 、g 是 4 上 的 
两 个 可 积 函 数 ，a 、 有 是 两 个 有 限 常 数 ， 则 ef+pg 也 是 可 积 
Hi E . 
Ja Cef+ Ba)dP= a| fdP + B| agdP (2.19) 
等 式 (2.19) 称 为 积分 的 线性 性 。 
本 定理 是 引 理 6 与 7 的 直接 推论 。 
定理 2 设 4 是 具有 -有限 测度 的 集 ， 了 是 4 上 的 可 测 
应 数 ， 则 了 在 A 上 可 积 的 亮 要 条 件 是 N 在 4 上 上 可 积 ， 且 当 上 了 
可 积 时 有 


lf api < falf] dP (2.20) 
证 ”由 于 
Ijl= f +f (2.21) 


ikhasi a mE, W, RAET S. 
BIR, WEAR Mi 与 六 RR. FEAD 
EH. JHE, H. 
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[alflap= [.f'aP + | af"dp 
又 由 定义 ,有 | 
f JdP = jf'dpP— j f ap 
电 以 上 二 式 即 得 (2.20), 
”定理 3 设 4 是 具有 2- 有 限 测 度 的 集 ， 如 果 了 在 和 二 可 
积 ， 风 了 在 A 上 几乎 处 处 有 限 。 
证 设 {14,} 是 4 的 单调 测度 有 限 覆 盖 。 根据 定 理 3 。 不 
Wi 20, 令 E= A{f= + eo, MH 
Cf) =n, OCE 
因此 
ja. Cf. APE Senas tl) dP = n. PCEN A,) (2.22) 
由 于 {EE 门 4,} 是 EE 的 单调 测度 有 上 服 桥 盖 。 玻 有 
limp(EN A.) = P(E) 
于 是 如 果 P(E) 半 0， 虽 由 (2,22) # 
. | 1ap>1in|, na ËI) dP = co 
这 与 了 在 和 上 可 积 矛 屠 ， 故 必须 有 P(CBE) = 0, 
定理 4 设 4 是 具有 ao -有 MWER, WRP) = 0， 
则 4 上 的 一 切 可 测 函 数 了 都 在 4 上 可 积 ， 且 
J fdP =0 
证 报 据 定 理 2 ， 不 妨 设 J2>0, 于 是 由 上 节 定 理 1 的 扒 
论 3 及 本 节 避 理 2 即 得 本 定理 。 
定理 5 ” 设 4 是 具有 82- 有限 调度 的 集 ， 如 果 了 在 4 上 可 
积 ， 则 了 在 4 的 任何 可 测 子 集 上 也 可 积 . 
证 设 了 是 4 的 任意 可 调子 储 ，{4,} 是 入 的 单调 测度 有 
EEX. BREZ. Phi >20 RIE 
fenaa PdP E fa CD, dP 
令 n>N 
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人 ar- lm CD.ap< | ap< oo 
定理 6 RA F Bf o -有 四 测度 的 集 ， 上 ， g EAER 
TAAS mE 二 6 ， 则 由 两 积分 {afdP 与 | gdP 中 一 个 在 
在 可 导出 另 一 个 存在 ， 且 彼此 相等 。 
证 设 {4,} 是 4 的 单调 测度 有 限 覆 盖 ， 由 假设 有 个 二 8*， 
由 此 有 
CF CoN], = Cg 
于 是 出 上 上 节 定 理 3 的 推论 1 有 
fa CF dP = [an Cg dP 
令 ? 一 cc 即 得 
faf dP = j g*dP 
同 理 可 证 
[Í f dP = [ag dP 
由 以 上 二 式 即 得 本 定理 . 
定理 7 设 A 是 具有 0- 有 限 测度 的 集 ，1 、5 是 4 上 的 
可 积 函 数 ， 如 果 >g M 
JJGP 因 .gcP (2.23) 
证 设 {4,} 是 4 的 单调 测度 有 限 配 盖 。 由 定理 6 知 ， 不 
妨 设 f2>g 处 处 成 立 ， 于 是 有 
1-g=0 
由 此 有 
J & Cf— gl dP 0 
令 n= í$ 
jat- g)dP 20 
根据 定理 1 ， 由 上 式 可 得 
fafdP — [ agdP =0 
EH (2.23) 成立。 
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定理 8 设 4 是 具有 > -有 限 测度 的 集 ，f 是 4 上 的 可 积 
函数 ，8 是 4 上 的 可 测 函 数 ， 如 果 izla 则 8 也 在 4 上 可 
Po B | 

| fagaP | =J afaP 


E=A(lg!l >P 
f ce) =f fo), 4 BE A-E 


lgo], H oC E 
则 对 于 一 切 o€ 4 有 
lgtom)| =<? co) 
H 3EP(E)=0, Bf =f, 从 而 由 定理 6 知 了 在 4 上 可 积 ， 于 
是 由 引 理 4 、 定 理 7 及 定理 2 即 得 所 需 结 论 ， 
定理 9 ” 设 妈 是 具有 0 -有限 测度 的 集 ，f 是 A 上 的 可 测 
函数 ， 如 果 f23z0 且 1 .jaP =0， 则 j=0。 


证 令 | 
E= A(f<0) f 
Ff to) = { MO), 当 Gc A- E 
0 当 oc E 


WYF- oT >n 由 于 P(E)=0， 故 了 二 有 FERE 
理 6 知 ,j4f dp = 0。 设 {14,} 是 4 的 单调 测度 有 限 材 盖 ， 则 有 
0 过 | [7 ap < f dpa 0 
故 对 一 切 n 有 
Jastf IAP=0 
于 是 由 上 节 定 理 3 的 推论 2 知 ， 在 A. 上 Cf 了], 二 6， 由 此 知 在 
A, 上 F=0, 因为 4, 1 A， 故 在 4 上 有 了 一 0, 从 而 有 f =0. 
定理 10 ”积分 的 有 限 可 加 性 ) 设 A4 具 有 0 -有 B 测度 ， 
且 是 有 限 个 两 两 不 相交 的 可 测 集 的 和 集 ， 
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A= YA, 
k= 1 


CA) 如果 了 是 4 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 则 有 


[ap = y| rap (2,24) 
(20 如果 了 在 每 个 A， 上 可 积 ， 则 了 在 起 上 也 可 积 ， 总 
(2,24) WSL. 


证 下 面 就 n=2 的 情形 来 证 明 ， 一 般 情形 可 由 归纳 法 完 
成 。 
《1) I f>0. 1{B,]} 是 A H AMERRE. MAN 
B GHAN B. 分别 为 A SA, 的 单调 测度 有 限 和 覆盖 ， 利 用 有 
限 测 度 人 柴 上 有 有 界 函 数 积 分 的 可 加 性 ， 对 于 任何 #*， 有 
j a Lfd dP jas th dP + | as F Ul dp 
令 R— co 即 得 
fafdP = j. dP + |a faP (2.25) 
C2》 设 1 是 任意 符号 的 可 测 函 数 ， 则 由 (2.25) 有 
[ ftdP= J ftdP + dP 
ff-dp= [a f dP + | F dP 
由 于 了 在 A. 与 A: 上 可 积 ， 帮 以 上 二 等 式 两 端 都 是 有 限 数 ， 
从 第 一 式 减 去 第 二 式 即 得 所 需 结果 . 
定理 11 ‘绝对 连续 性 〉 设 是 具有 0- 有 限 测度 的 集 ， 
了 是 4 上 的 可 独 画 数 ， 则 对 于 任何 e>0， 都 存在 07220, H 
PCO <O Ce 为 及 的 任 一 可 济 子 集 ) 时 ， 就 有 
| fe fdP| <e (2.26) 
证 设 {4,} 是 刀 的 音调 测度 有 限 春 盖 ， 由 定理 2 知 ， if| 
在 A 上 可 积 ， 于 是 存在 正 整数 N， 使 得 | 
OS Jal AP- fatli dP E 
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由 于 
AxCA, CIF 
页 由 上 和 式 有 
0 Jal lil -EINDE 
利用 (2.20) 式 并 注意 到 [ 门 v 科 NW， 得 
| Jap| <í. daP= jf ID dP + fC dP ` 
=Í, A]- (fl s)dP + N: P(e) 
£ + + 
< + N+P€e) 
TE, HUR 4= x 唱 当 P(e)<6 上 时， 由 上 式 有 
lI] fdP| < + N= e 
定理 12 《积分 的 完全 可 加 性 ) 设 4 具 有 ww- 有限 测 度 ， 
且 是 可 列 个 两 两 不 相交 的 可 涧 集 的 和 和 舍 ， 
= 
(1) 如 果 了 是 4 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 则 有 
jafap = y j dP (2.27) 
(2) 如 果 了 在 A 上 可 积 ， 则 (2.27) 成 立 。 
证 (1) Ë f 写 0， 则 由 积分 的 有 限 可 加 性 有 
| ar>| > at fdp = E fatar 
令 n> co 即 得 | 
i |, fdp >|. ua - (2.28) 
H{B. YA BJ IA JSM EF r BL at, 533 
# Ë A 
fs | (>= D) 
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也 是 4 的 单调 测度 有 限 覆 盖 ， 根据 积分 的 丰 限 可 部 性 有 
j. nC Ear) JdP = >J... axJGP 


SÈT, jar 
仿 n— oo, 恒 得 到 - 
| ap< 工 | ra (2.29) 
由 (2.20 与 (2.29) 到 得 €2.27) 


(2) f EALERTS BIS WP 22, HTF Bü m E iE 
(C2,27》 对 非 负 可 测 谓 煌 成 并 ， 放 有 


| .Pa = = farar 


[rap = y|. rap 
由 于 了 在 4 上 可 积 ， 故 上 述 二 等 式 的 左 方 是 有 限 的 《因此 右 方 
是 收 仑 的 正 项 级 数 ) .和 作 此 二 等 式 的 凑 即 得 (2.27) ， 
定理 13 设 4 具 有 xz- 有 限 测 度 ， 且 是 可 列 个 两 两 不 相 突 
的 可 浏 集 的 和 和 集 ， 
A= 5A: 
k=l 
可 果 了 在 每 个 A, LAB, E. f 
Z fal flaP< +o (2.30) 
则 了 在 每 个 A, 可 积 ， 且 (2.27》 成 立 。 
证 ”仿照 (2.295 的 证 明 可 知 
J anap< y falsar (2.31) 
H (2.30) 5 (2.31) 即 知 | 了 | 在 4 上 可 积 ， 从 而 了 也 在 4 上 上 
可 积 。 再 由 定理 12 即 得 (2.27) 。 
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习 BE 4.2 
Dumio k k k+1 
furar = m Bugo? (ai < E) 
2, B P(A)<oo，f 了 是 各 上 的 实 值 函 数 ， 令 
fo 3⁄3 olen 
[fOr = n 当 fion 
一 FH 当 fe) 
4 f EALER, TARER: 
| fap = lim | Ade 
A "ea 
3. WP(A)< co, f E A Eiyyd3E f SIM E W Fi 3k, F 
foh 4 foan 
fco) =Í 
Ü, 当 Eon 
FHERR: 
| jdp = um | fadP 
A " A 
4. BAER H oo- 限 测度 的 集 ,{4，} EARRAN E 8 BE 
w, J ASA EB DP SPS, WER f EFTA. Eu fi, HRR 


tim f fap 
An 


: |. f — 


PEHAR, I 是 否 在 4 上 可 积 ? 
5。 设 P(4)<c， 了 有 是 定义 在 点 上 的 非 负 实 值 下 淹 函 数 ， 中 为 妊 一 
满足 条 件 0<sg(e)<f(o)2EA)? 的 简单 画 数 ， 则 


f jdP = ,sup | yap 
A 三 fA 
6。 定 理 13 中 的 条 人 忻 《2,30》 不 能 改 为 级 数 


Fl 
iet 
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7.。 设 了 在 上 4 上 可 积 ， 而 9 是 4 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 现 pf EAF 
也 可 积 。 
8。 设 PKA), EHA EREMIA TRARA RIE 


POPA MEÍLN + 1))< + eo 


m_ 


* HAHH ç 8 限 RHE, 了 在 4 上 可 积 ， 证 明 


s 


Jim PLAI |f n= 
10。 设 (9, F, P) 是 全 -有 限 的 测度 空间 ,f 是 2 上 的 非 负 可 
NEM AEF, $ 
mA) = | fdp, m($)=0 
A 
Mm A) 是 .多 -上 的 测度 ， MOETS o -AM 
1. 设 A 是 具有 0o- 有 限 测度 的 集 ，f A EBE, 5 EA 


上 的 可 积 闭 数 ， 且 
- o LaK + oo 


则 存在 常数 cE Ca， 使 


| flglap =ef Igl dP 
A A 


$43 积分 的 极限 定理 


本 节 主 要 讨论 积分 和 极限 交换 次 序 的 问题 ， 这 个 问题 在 近 
代 分 析 儿 学 中 具有 重要 意义 . 

定理 1 GHN 设 4 是 具有 -有 限 测 度 的 集 ，{fj} 是 
TEA E HE Et ak T 了 的 可 测 函 数列 。 如 果 存 在 4 上 上 的 可 积 函 数 
b, Et 


If Z0 (n=l,2,::) (3.1) 
则 了 在 4 上 可 积 ， 且 
tmf .ap= | tap (3.2) 
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这 个 定理 称 为 控制 收 笋 定理 ， 包 称 为 控制 冰 煞 。 
证 首先 ， 根据 § 4,2 定理 8 知 ， 条 件 (3,1》 保证 了 每 
个 了 的 可 积 性 。 由 于 了 ,二 1j， 根据 歼 斯 定理 。{7,} 有 于 列 {f,;} 
在 4 上 几乎 处 处 收 敏 于 了 ， 于 是 由 
EMES: 
TÍ 81 
BES: (3.3) 
#z|f|fEA E nf3, MAr ETR, FEED K r. 
证 {4。] 是 4 的 单调 测度 有 限 覆 盖 ， 根 据 (5.1) KS 4.2 
定理 6 ， 不 妨 设 钊 非 负 。 由 于 旬 可 积 ， 故 对 于 任 给 的 se>0， 存 
EEH k, E 
<| ecp -| co3dP< Z 


5 
H JJ: r 
<| PAP< <- (3,4) 
A- A . $ 


又 根据 积分 的 绝对 连 纱 性 ， 存 在 6>0， 使 当 可 测 售 ¿CA B 
P(ey< óB, 有 


| .eaz< | (3.5) 


由 于 heb 故 对 于 上 述 4: 和 6 ， 存 在 正 蓝 数 N ,使 得 当 n>N 
时 ， 


P(A: dfa- 11 >- =} < (3.6) 


— eE 
5P(A;) 
记 
_ _ z 
Ac = 4 人 (上 -用 > 二 区 人) 
WH OEA An M ` 


£ 
If i] SPCD 
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£ `. 
fia [hoils piy PA) 
_ 
== (3.7) 
Í papa È (3.8) 
Apa 5 
由 于 
ASA:n t LA - A; )+ (A- A.) 
KH (3.45 (3.75 Ej CG3.8) 下， 当 #3PN 时 ， 有 
[| rae- | an <| if = fl aP 
=-| if -flae +| Lf. ~flap 
A 一 A 上 Akn | 
+Í Ifa- tlaP 
£. 
<2| Bap+2| ， adP+ -pA P(A) 
28 28 £ _ 
< 一 一 -十 -pT + 57 E 


E GD 式 成 立 。 
定理 2 HARRA o- 限 WEHR, {f EEA EJL 
FARRER 98 f TNR. MREFA ALUR D, 


”使 得 


| n=1,2," 
则 了 在 4 上 可 积 ， 且 
lm| ap- fafa 
这 是 几乎 处 处 收敛 条 件 下 的 控制 收 襄 定 理 。 | 
证 仿照 定理 1 可 证 了 的 可 积 性 ,我 们 注意 到， 在 证 明 
(3.2) 时 所 用 到 的 实际 上 是 局 定 集 A 上 的 依 测 产 收 化 由 于 
184 


4， 具 有 有 限 测度 ， 故 由 {fa} 在 4 上 的 几乎 处 处 收 敏 可 推出 
[IJE A, 上 依 测 度 收 敏 ， 因 而 定理 土 中 的 证 明 在 本 定理 的 假 
设 下 也 是 适用 的 ， 
推论 设 PAo, {fh} 是 在 4 上 几乎 处 处 (或 按 测 度 ) 
KATANA TMAA, WREE k, WE 
If Ek, n=1,2; 
则 
tm a= [aap 
这 个 推论 称 为 有 界 收 误 定理 。 
证 Ro=k 作为 定理 1 与 ?中 的 控制 函数 ,由 于 PA, 
夏利 是 可 积 的 。 于 是 由 定理 1 与 2 可知， 推论 显然 成 立 ， 
引 理 ] É f. 与 了 是 定 交 在 集 4 上 的 非 负 国 数 ， 如 果 
limy, (oo) = foo) 


X-T Br y E 383 N. 有 
limrf.(@o4)ls = CFO y 
证 WE Joy N, MAn PRH f.(@a.) >N, 因而 
CCO, = N = ClO) 
WE KODLN, MAn 充分 大 时 ， 六 (oo)<N， 因 而 
Cf won = fa lO fio) = Cf ly 
WME ftmo) =N， 则 对 于 性 给 的 正 数 e ， 存 在 正 整 数 mo 
ER nnti, 
f. (G|) N -eE 
本 而 
N- e< ti, (NISEN 
故 
OLCH) Jy- Cfa (ODILE (>M) 


135 


”定理 3 (期 维 (Levy)) 设 4 是 具有 a- 有 限 测 度 的 集 ， 
fn=1,2,…) 是 A 上 的 非 负 可 测 函 数列 ， 如 果 


TO) (3.9) 
且 

limy, (e) = fo) (3.10) 
则 

lim{ fdp = | jap (3.11) 


证 由 《3.9》 知 极限 
lim| fap=k 
存在 。 如果 k= +co, 则 由 f=/f, We [,fdP WA +eco, WE 
(3.11) RY, 
下 面 考 虑 k+ ce 的 情况 ， 对 于 任何 正 整 数 N. 显然 有 
OCf. la SLf] n=1,2,"* 
又 根据 引 理 1 有 
limcp J; = CH 
由 于 OSL EN, PAn <, ARRAKAS 
f, cpaap= limf, cnaesk 
再 令 闪 一 co， 便 知 了 在 4 上 可 积 ， 由 于 
0=f,=f (= 12 e) 
故 了 可 作为 控制 冰 数 ， 于 是 由 定理 2 即 得 (3.11) , 
定理 4 RAER -A MRE, wks 12》 
ÆA EJEA, nga 
Y iu, (@) = jlo) 


"  _ 
Í, fap = Dfa 
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证 Q 


f. = y Tu, 
k=i 
FANER. 


定理 5 (法 都 <Fatou)) 设 4 是 具有 o- 有 限 测度 的 尝 ， 
f. = 1:2…) 是 4 上 的 非 俩 可 测 冰 数 列 ， 则 


| 各 reps im | PaP (3.12) 
证 < 

u, (0) = inff falo), f. 009, fatl), e) 
则 对 任何 nx， 有 

UA (2,13) 

人 (0) sS. s 

limu, (@)= lim fC@) 
TEIBA {u. S H shi pa, 48 

limu,dP = lim a dP 


A n-e nm 
即 
| amfap= lim| raP (3,14) 
由 (3.135 # 
I u, dP = | f. dP 
A A 
改 


lim{ wdP< tim | fudP (3.15) 
rom . 


n 一 < 


于 是 由 (3.14) 与 (3.15》 即 得 (3.12) 。 
习 RB 4.3 


1。 举 垣 说明， 如果 没 有 条 件 《3,1) ， 定 理 1 的 铺 论 不 成 立 。 
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。 举 俱 说 明 ， 如 没有 P 《4)<oo 的 条 人 忻 ， 定 理工 与 2 的 推 褒 不 成 


ku 


x. 

3。 控 创 函 数 的 存在 是 否 是 《3.2) 中 积分 与 极限 交换 次 序 的 必要 茶 
ËF? 

d, ED) fa (X) (=1，2，…) ERR DOER ST 
RAH, 


faix Jb), nl, 2, oe 
Æla, bitki, H 


lim fs (X) = f(x) x€[(a, D) 


tm 


C’ JCR S 3 St F ga? 
(2) fEf(x)82 SS JBE F, F mO es p Sra 


b b 
` lim (R) PCodx= (R) Í f(x)dx 


# — 


5。 在 定理 4 的 条 件 下 ， 如 果 


D | arco 
则 等 式 

limu EC = ü 
在 上 上 几乎 处 处 成 立 。 


4- 设 点 是 具有 -有 AWER, fe Cn =l, 2…》 是 4 了 上 的 一 
列 可 积 孙 数 ， WRAAE ATRAS, W h E 


im | f, dP — oo 
to JA 


Wa lim y EALE, H. 


[ TE> TE | ja | 
7。 设 和 是 具有 = 口 -有 限 测度 的 集 ，f。 Art A kaki f 的 可 测 函 
数列 ， 如 果 存 在 常数 天 ， 鲁 
[ fd dk n=l, 2, == 
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则 了 在 4 上 可 积 。 

8。 举 例 说 明 法 都 定理 (3.12) 式 中 前 等 号 未 必 成 立 。 

-9。 设 总 是 自然 数 的 全 人 迟 , 儿 是 2 中 一 切 子音 的 全 体 ， A €. 时 , 规 
定 P(A)= 各 市 自然 数 的 个 数 ， 钢 定义 在 8 上 的 函数 了 在 2， 多 ,P 工 
可 积 的 充 事 条 性 是 


BOIRO 


#=l1 


EFEE)JES ES E P, 5 
f jar = Erw 
10, #JJ F Bi B bA HIP ir Ee, j 
P Xen (m= 1, 2, +) 


m 一 上 


ÆFA, HRR 


Xa = limt Xan 


"=o 


存在 (有限)。 如 果 叉 存在 另外 一 个 正 项 级 于 v. BISAN, K 
xo [ye (m=1,2,- kë 
Mem, Sora Mg Feba E 
hm Dx = Dm - 
注 ， 从 以 上 两 题 可 以 看 到 ， 用 关于 一 般 测 度 的 积分 概念 可 以 将 过 夫 
数学 分 析 中 的 积分 和 级 数 问题 统一 起 来 处 理 ， 


$4.4 勒 员 格 -斯 提 赤 积分 


勤 中 格 积分 的 重要 推广 是 邯 贝 格 -斯 担 赤 积分 〈 简 称 工 - 
SHAD ， 它 是 34.1 与 34.2 中 所 和 定义 的 抽象 空间 上 的 积分 的 
一 个 特殊 情况 ， 
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EXI R F(x) RADEKA AKSO PÆ HE 
只 格 -斯 提 ARE. R ELANA, BER 中 的 波 药 尔 集 类 
. 胸 对 了 的 完全 化 (在 需要 强调 了 . 52 Ej FORA, A 
将 它们 改 记 为 Pj 与 党 (FP) , ACB, Jox)>E: SE fE A E. BU 
广义 实 值 函数 ， 如 果 六 x) 对 测度 空间 CR, Æ, P) 可 测 ， 并 
且 积 分 (f(x)aP 存在 ， 则 称 此 积分 为 f(%) 在 A4 上 的 勒 贝 格 - 
斯 提 杰 积分 ， 并 记 之 为 

(L-S )| adr 4d.1) 

如 果 此 积分 是 一 有 限 数 ， 则 称 f(x 557 F(x) É) P 格 -斯 提 杰 
FE. 

EAH ERTER FARA ORE T A 2 AAA BU TN BU 


WẸ L-5) - 


faar kans kane fed 
{=; 65] [oi5] (aré) [g; b) R 


地 分 别 记 为 
上 


类 仆 可 以 理解 下 列 记号 ， 


人 aD 
如 果 F(x) 二 x+c， 则 《4.1) 就 是 通常 的 勒 贝 格 积 分 、 
在 实 变 画 数论 中 我 们 知道 ， 在 被 积 函数 连续 的 情况 下 ， 勒 
贡 格 税 分 可 归结 为 黎 曙 积 分 来 计算 。 与 此 类 似 , 在 这 种 情况 
下 ， 勒 员 格 -斯 提 杰 积 分 也 可 归结 为 所 谓 黎 5 - 斯 提 杰 积 分 
《简称 一 S 积分 ) 来 计算 。 
定义 2 设 Kx) 与 F(x) 是 定义 在 Ca, b) 上 的 两 个 实 值 函 
数 ， 其 中 Ex) 是 增 函 数 ， 在 Ca, 5 中 任意 插入 若干 分 点 
a= xx <, = b 


140 


米 划 分 区 间 La,b2， 记 这 一 分 法 为 4， 在 每 个 区 间 Cxt-1，%4] 
中 任 取 一 点 上 5 MEA 

o= EGOR) —PXx,a 22 
4 k=l 


ACA) = MAX xr- X=) 
如 果 当 ACA)20 hF, PEAR. BRE 的 取 法 如 何 ， 
0 有 有 最 的 极限 ! MERARI A JORT F(x) 在 区 间 
ca, bI EARR- 记 为 


(R-S) | f(x )dF(x)=I 


=lJimy f(E, CFC) -F(x )] 


FaH., R-S 积分 HEME: 如 果 对 于 任 一 正 数 = 5 都 看 
在 正 数 $5。 使 得 当 ACA)< 6 时 ， 不 管 分 法 如 何 ，&; 的 取 法 可 


何 ， 不 等 式 

jo- Ije 
恒 成 立 ， 则 称 IFO Fo) 在 ra,b3 上 的 歼 显 -斯 提示 积 
分 . 


当 FKx)=x+ec 时 ， 黎 明 - 斯 Të 杰 积 分 显然 就 是 黎明 积分 ， 
牧 曼 -斯 提 杰 积 分 具有 以 下 性 夺 《以 下 略 去 了 积分 各 前 的 
记号 R-S) 
(1) fiw + XNIAF(X) = | haar 
+ | fer) dp) 
(2) | tooa) + F) G) = [faoa + 
EAE 
(3) WR k 5 1 RENAE M 
1⁄4 


| sepacFeo = a f fondra 
以 上 三 式 之 意 是 ， 当 右边 积分 存在 时 ， 左 边 积 分 也 存在 ， 
且 两 边 相 等 
(4) WR <ce<b 旦 下 面 三 个 积分 都 存在 ， 山 
| reoarce)= KOLIES: [fonao 


C5) 如 果 1(x) 在 Co, DIRES WFG AORE. 
《6) WEJDE Co, 四 中 E, m F(x) 处 处 具有 有 限 
导数 FI G), H FOODS., M 
(R-S) [Faar = O| fF GOdx 
当 积 分 区 间 无 限时 ， 电 可 以 按 通常 方式 来 定义 广义 R S- 
斯 提 杰 积分 . 
定义 3 说 fx) 与 F(X) 是 定义 在 (一 0，+ 0) 上 的 实 值 


函数 ,其 中 F(x) 单 增 , 如 果 对 于 任何 acb, BAS roaro 
存在 ， 且 极限 l 
M CR- s) | fapcx) =1 (4,4) 


b— ko 


存在 ， 刚 称 此 极限 为 f{x) 关 于 FOEL, +co)EB)P X. 
黎 曙 -斯 提 赤 积分 ， 记 为 
I=(R-S) W. ' C4.5) 
如 果 工 有 限 ， 虽 称 积分 〈4.5) rs, 
pop 
(R-S) [Tolar 
MEES (4.5) Ariki, 
仿照 广义 黎 曼 积分 的 情 帝 可 以 证 明 ， 如 果 积 分 (4.5) 绝 
zhi MERE. 
BI WRIS, HAEN a<» (R-S| oo 
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ARO 存在 ， 则 积分 (R - S) | “f(xyaFcx) WER ERRA 


lim(R—S) f fonar = I< + oo 
卫 当 此 条 件 满 足 时 
(R-S) W. =1 
定理 1 设 F(x) 是 分 布 函数 ，1(x) 在 有 限 区 间 Ca,b2 EHE 
Pk, DH 
(L-85) f, ,TAYdF (Xx) = (R-S) | roareo 
证 由 假设 知 上 式 两 边 的 积分 都 在 在。 将 [a,bin 等 分 ， 
得 分 法 f 
Ani a= Xo NI <... x t= b 
EKC b) E SE 83k F. Come 1,2,49 WF: 
faix = JO 0), W x€ (xt) , x U 
k=1,2," n ` 
由 于 fx 在 Co, 世上 连续 ， 故 在 在 M>>0， 使 得 
Nf EM, xE la, bJ n= 1,2, 
H limp, (x)= fix), xE la, b) 
设 P 是 由 F(x) BiH RE R-i ARa A yu 0k se 
ME R-S 积分 的 定义 有 
(L-5) f Paa lim ja f. CXOdF(x)D 


f 一 be 


= lim y fo PU, xt) 


i 


=limy PLR — F) 
k= 1 - 


t =(R-S) | roodFoo 
推论 1 在 定理 1 的 假设 下 ， 有 
ES) Fax) 
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b 
= (R-S) | fx)dF(O + fCa)CFCa) ~ F(a = 0 
证 这 是 因为 
(L-S) L... =(L-5) | 


(a,b) 
+ (L -—&S) | JO dF (x) 
4e} 
而 
(L — S) |, JOE EPa) 
=f) Fila)- Fla- 0) 

Hi2 WEF(x)E yd AA, JOE (-— co, +œ) LË 
续 , 则 Foo 关于 下 GO0 勘 珊 格 -斯 提 杰 可 积 的 充 要 条 件 是 (及 一 5) 
人 fxoaFce 绝 对 收 策 ， 且 在 此 条 件 满足 时 有 


(L-8) | fonar- R-S | Foar (4.6) 
证 国 为 就 勤 贝 格 -斯 提 杰 条 分 而 言 ， 可 积 性 和 绝对 可 积 
HESE WA 
Rs) | lfc) lara 


=lim(R- Ss) |` 40o1dF(x) 
=lim(L- S) | fed 


=S) | “roo dF (< 

为 此 必要 性 成 立 ， 二 为 上 式 RPTE, Wk 3 2yhEqB É 
3F. 

引 理 1 设 了 是 定义 在 测度 空间 (O, F, P) 上 的 实 值 可 
测 冰 数 ， 对 于 每 个 BE . 芒 ， 令 

p(B) = P(F (BY) (4.7) 

j e EBENE, . 

证 BADD, BB, = 1,2, Ep AERE 
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的 集 ， M) (多 ,) 是 9 中 互 不 相交 的 集 ， 于 是 
以 开 B) = 以 全 (于 B )) (Ero) 


- r(e) SIMB) 
即 疡 具有 可 列 可 加 性 ， 因 此 它 是 .多 上 的 测度 。 
定义 4 Bei AD MERWE. MKWE 空间 
(R, 22, u) AITWE SAAME. = AE 的 分 
布 函 数 F(x) 也 称 为 了 的 分 布 画 数 ， 如 果 ARNE, Ml 
Fix) = pil so,x))= P(f 1 ((— co ul>) = Plf Ex) 
是 了 前 一 个 分 布 函 数 。 | | 
下 面 定理 称 为 积分 转化 定理 ， 它 把 一 般 抽象 空间 上 积分 转 
化 为 比较 具体 、 易 于 研究 的 ( 工 5) 积 分 , KIERRE P 
起 着 重要 作用 。 
定理 2 设 f 是 有 限 测度 空间 (0, F.P 上 的 实 值 可 测 
KA (R, B, n) 是 了 引入 的 洲 度 空间 ， FOx) 是 了 的 分 布 
函数 ，5 是 波 莱 尔 可 测 函 数 ， 如 果 积 分 | gC1(0))dP AE-S) 


人 -gceaFcz) 中 有 一 个 存在 ， 则 另 一 个 也 存在 ， 且 


| gtf(o)Jap= (L. — S) J ecx)arcx) (4.8) 
q 一 吧 . 

证 分 以 下 四 步 来 讨论 ; 

1*。 设 BE 2, $ 


B(x) = Xs (X) - Í is 当 x€B 
0, 4 x€B” 
则 
Í edap = PC (BD) 
x 


(L—S) | ecoaro = | ecoaecmy 
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+ | gex)aFx) 
= p(B) = P(f°1 (By) 
比较 以 上 二 式 即 得 AD., 
2 。 设 gx) 是 非 负 简单 函数 ， 即 设 
BCX)= 0 X€B,, k=1,2,- ñ 
Ha 20, 
B, C s, > B,= R 


k= 1 
则 当 08 fs: (Bp. 时 有 
gifa = d, Kk=1,2,-" B 
所 以 
.edceyyap= YeP? B,» 
kei 


h 


+= 
a-s | g(x)dF(2 = H) BCXOGF(X7 


= DCB) = Xa, P(f°:(B,)) 


比较 以 上 上 二 式 即 得 《4,8). 
3°, É gz) 是 非 负 波 药 尔 可 测 函 数 ， 则 存在 非 旬 简单 画 
数 的 增 序 列 g.(x)(n= 1.2...) 和 使 得 
limg,(x)=g(x), x€ R 
TE. 
gia agU gll E OER 
E 
limg,(f(@)) = g(1K6)), oc o 
Flag. FADE (Q, F) 上 的 简单 函数 ， 于 是 由 2" 有 
f sdko??ap- (L— S) =. (x)dF (x) 
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又 由 勘 维 定理 有 
lim{ stfey)ap = | edap 


limCL ~ 8) | (XGF (x) = CL — s)| ecx)aFcx) 

HPD E= BB C4.8). 
4°. É Ex) 是 任意 符号 的 可 测 范 数 ， 且 

g(x)= g' (x) — g (x) 
易 知 g(JC8)) 的 正 部 与 负 部 分 别 可 表示 为 g' (fC0)) 与 8 o)» 
由 3 所 

| eueayap= (LS) | er CaF (x) 

| zuitceyyap =(L-S) | “= ooapoo 


由 以 上 二 式 知 ， 如 果 积分 | sdfC0))aP 与 积分 (LS) |” so 
dF(x) 中 有 一 -个 存在 ， 则 另 一 个 也 存在 ， 且 从 第 一 式 减 去 第 二 
式 即 得 (4.3). 
推论 1 设 5(o) 是 概率 空间 (8 ,2 ,P) 上 的 随机 变量 ,F(x) 
是 其 分 布 函 数 ，“ 是 波 芋 尔 可 测 函数 ， 则 gE 的 数学 期 望 可 
以 表 为 
Eg(£) = (L —8) | eoar) (4.9) 
其 中 假定 《4.9) PA- FERT, 
推论 2 设 &(@) 是 概率 空间 (0, F, P? 上 的 随机 变量 ， 
FLx) 蚌 其 分 布 遂 数 ，8 是 { —co, + co) 上 的 连续 画 数 ,出 g 
的 数学 期 望 存在 且 有 限 的 充 要 条 性 是 积分 
(R-S) E (4.10) 
Hrki H ¿(4.10 Aaaa 
Eg(ëy = (R-S)| g(x)aF cx) 
HT 


s 题 4'4 


1. Wf(x)==1, yË (4.2) 中 任 两 个 积分 前 盖 。 
2， 设 fx)1， 求 《4,3) 中 尾 两 个 积分 的 差 。 


3, k a<c<b, 证 明和 由 (R-S) | epaFGm 的 存在 可 推出 (R-S0) 
[roaro 与 | foaFce 的 存在 ， BHETH. 


4. BJO, HEERA, mE) EC, b) EK EPRE, 
HFE Ka, b) 的 分 法 ， 
q=C KC i Ctr =b 
使 得 FO(x)ZEPCEL rsi et (k= 1,2,' m +1) 中 取 常 信 , 证 明 


| 了 (xyaF(xy =f(a)Fia+ 0) — F(a)) 


+f(b)(P(by-F(b-0))+ 了 大 cyJCECee +0)— Fler- 032 


k-i 
5。 设 JO) AERE Ca, b) LIGARAKO FOO 是 定 久 在 
(a, b) EEAS S, 
A, TERE eA =b 
大 ra, bJ 的 任 一 分 法 ， 令 
M: = su p Jf (x XEL imis Xel} 
mi=inf If (x)| x€ [xk= s XI} 
r= Mi- tk 
AF(xi j= F(x) - FiXa) 
Bi (R-S) | I(x)dF(x) 存 在 的 充 要 条 件 是 
Er, Y orAFlxi)=0 
k= L 
6。 在 上 题 关于 J(x) 与 F(X) 的 假设 下 ,证 明 (R-S) [eoar 
FERGEAT EION ELCO HRANA AEE, 
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7. EEE 1 的 条 件 下 ， 用 R-S 积分 和 L-S 测度 表示 下 列 积 分 ， 
《1>》 (L-S) Í JAFE); 
(z, 5) 


<20 (L-S) | ESUE 
Laik) 


8, 如果 将 (R-S) 全 fx)4F(x》 纵 对 收 化 的 条 件 改 为 通常 的 收 
4, EML 的 推论 3 的 结论 是 否 成 立 ? 
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第 五 章 乘积 空间 
s51 ARNAF 


定义 1 设 R, D, 是 任意 给 定 的 两 个 空间， AC, 
及: 呈 生 分 别 为 81 与 93 的 非 空 字 集 、 则 称 一 切 有 序 点 偶 (@1，%) 
《其 中 @1E Ay 0E A2) 的 全 体 所 组 成 的 集 为 41 与 &; 的 积 集 ， 
BAA x A ËB 
Aix Å: = f (00 | OE ALME At 
WRA HAPA- TERR G, MEXA X A; = q. 
HRO x 2 也 称 为 乘积 空间 ， 并 称 Aix A22994 x Q; 中 的 
HE Ao AWRA EE A X API. 
(On EIA ARA HoHo € Q Rlo:C Q; 分 别 
称 为 这 个 点 的 第 一 坐标 利 第 二 坐标 。 
H1 WERNER, NR R 就 是 实 平面 ， 递 常用 RR? 
表示 。 
例 2 HQ ={1,2,3},Q:= {a,b}. MM 
Qix Q= {1,8}, (1,0), (2,0), (2,0), (3a) 03,07} 
PRZETHEERA TEA EtA. 
引 理 1 WE A= AXA; B=Bx B, REIRE, W 
ACB ZEREA CB, A: Bs. 
证 充分 性 是 显然 的 ,下面 证 必要 性 。 设 ACB, 如果 
A, Bi, ACB 中 有 一 个 不 成 立 ， 例如 ASC PRZ, WE 
在 Or#E Amat EB, HTA = A X AAEE, A E o> G Az, 
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于 是 (@*, o CA, W (0, 0t) ¢B, X5BE A—B F 
E., BOLD SA CB, MACB 

推论 在 引 理 的 条 件 下 ， A=B HERRIE A=B, 
A: = Bz 
引 理 2 
CAix ANNCBI xX B = (Ai N BD) x CAN B:) C1.1)> 
证 (@,, ©) E (A x ADN (B, x B>) 

> (Qi, MNE A XAHO, 0) 

€ Bı x B: 

=> C Ar WE AHoE Bi, 0EB 

=o C A oC BHE A BE B: 

<à A, 1B í Bo,C AN B; 

E (Op 0E (A: NB x CAN Ba) 
A D ARE. 
引 理 3 

(Ai +B) x (As+ Bx) = A X Art Aix B; + B; x A; 

+B X B: ` (1.2) 
(1.2 5805 k a k b bhi, JK 3 BB 812 于 EMETA 


引 理 4 
CA1X A:) ~ (By x B2) 
={A DB) (Az — B+ (A; Bi) x ( As) B;) 
+ (A1- B1) x (As = Ba) f £1.3) 
证 (Aix A2) — (Bi x Ba) 
= (AX As) — (A X As) N (Bı xX B2) 
=(Aix A- CAi IBD (A; B) (由 引 理 2》 
= (CA, N B) + CAI BOI x CCA NB) 
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+ (A> B:)1- {A NB) Xx (A:N B52 
= {AI BOX (A:N B) + (AF B1) x CA- B) 
+A Bi x CA: 15121 CA — Bi) x CA- B2) 
—(A n BOX CA; BO (由 引 理 3) 
=(A Bx (AT B.) + (A... Bi) 
x (CAN BD + CAI- Bi) X (As— Bs) 
引 理 5 “如果 集 类 .多 对 差 与 直 和 运算 封闭 , 则 .多 是 环 。 
证 B 
AURB=A+(B-A) 
坡 如 果 . 多 为 姜 与 真 和 运算 封闭 ， 则 .家 也 对 和 运算 封闭 ， 因而 
FEH, 
定理 1 RP HA -AE D. iO, 的 划 些 子 集 所 构成 的 
p. WAA REAREA x AAE RF AER) 
的 抵 形 的 和 集 的 全 体 所 给 成 的 类 ,多 是 一 个 环 。 
证 .多 对 直 和 封闭 是 亚 然 的 ， 由 此 根据 引 理 4 知 ， .多 对 
EEEH., TERIH 5 知 . 多 ER, 


— 
定理 1 中 的 环 SZ tial x 名， 


EN? Bn F), Qan FORMAM, jE 
AIAX A| AIE HB 1 AE Fs} 
FAF ARREA Ro 一 代数 ， 则 称 可 测 空 间 
a x a, F, X SZ 1) 
ASMER, FDH, FORRAR, rh 
HRR AS AER. 
定理 2 设 (8/， 久 让 与 (Rs，. 久 2 是 可 测 空 间 ， 则 
AN, 
OL X SF) ORL) (1.4) 
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~ 
证 由 定理 1， G x. RUS .ef 的 最 小 环 ， 故 
— — 
S, x FACELA), Bjido (r F DTL). 中 一 方面 ， 
— — 
HT. s x S, W M NGO y) LAR). 从 而 
(1.42 ARZ. 
ETXI RÆTTAR, (R, 2) — Hk 38 s: EJ ml == 
间 ， 则 称 (R x R, 22 xD ALERE., 2 x .多 中 
的 集 称 为 二 维 波 莱 尔 集 (R> R B x B) E BJ etar B| BP 3 称 
2 u B E # PJ Mj BE 8k 
 —HEWakicalimisz ijin Hias (R, ZOER. 
EX 4 ÚW ABAE LEE R PERAKE, MR Ax B 
为 R: 中 的 区 间 (也 称 二 维 区 间 ) .例如 [0,1] x (1, 23, ( — eo, 
二 x (0，+ 2) 都 是 R? 中 的 区 间 ， 
# | 
= ((— co, ax ( —co, blla, b€ R) 
仿照 §1.2 中 的 一 维 情 况 不 难 证 明 
= 0) 
EKS WACO xD, ATERATEN, ME 
(o; | Co ODEA} 
HA Bo RO o A EAR) FAA, ,同样 ， 
对 了 于 任意 固定 的 ozE @:， 称 
AC, Os)=(O04ÁÚ | CW 0DE A) 
JAHRO. 
O BÆI., Als 是 2 的 子 党 ,4 ，oaz) 是 0 的 子 集 。 
引 理 6 RA., A, BHEO x 0; 的 子 集 ， 则 


(1) (U4, Xon D = A.s -3 
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《2 ) (ZA, )@s D= SLAs, ST 


Wl 


(3) (Aa, Jes = Nao D; 


《4) (4-B)I(eal +)= Alan +)- Bm, *), 

对 于 ex 截 口 有 相应 的 公式 ， 

证 明基 显然 的 ， 贸 作 习 题 。 

定理 3 rx. AWEH 40 88 LI R: Sr; WI 
集 ， 每 一 个 os 截 口 是 .多 3:- 可 测 集 ， 

证 HACO: x0, ARE — Ao AO 是 S; ñB E. A 
一 个 on ROES: -可 测 集 ， 所 有 具有 这 种 性 质 的 集 4 所 组 成 
BHRAS. HI 56 知 ，. 多 是 一 0- 代数 ， SOS À — 
.家 (人 是 所 有 可 测 捉 形 所 组 成 的 类 》 ， 有 从 而 (g) = gr, x 
SZ: S, ED .多 :xx. 关 :中 的 每 一 个 集 的 截 口 都 是 可 测 集 。 

EXB PACA, 是 定 尽 在 4 LHM, 4 oE 
QAER, WRA, OPERE, MIELE A (oa *) 
上 的 函数 

Jaco) = feo, m) MEAO, +) 
为 了 的 oi 蕉 后 〈 或 被 @: 决定 的 了 的 截 口 ) 。 FI, XJ TE BJ 
总， 训 果 站 《，，@a) 不 是 空 集 ， 则 称 证 尺 在 点 (人 。，az 
上 的 函数 

f%'(@ l) = feo, 0) DEAC, 02) 
为 了 的 o, RO. 

定理 4 设 AE AXE, | EAERI, Mf 的 每 
一 个 中 截 口 是 , 窑 盖 可 测 函 数 ,每 一 个 os? 蕉 口 是 . 多 :一 可 测 函 数 ， 

证 ”对 于 任何 实数 c 和 任何 给 定 的 cxE O, 

{oz | fo 02) Sc, DE Al, +) 
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= {m | 0s OD EC (p ODE A} 

= (o, | Co DE ASe} 
WETA, ER PHRES AT W 3 AGO o, 3k 
H, Am 是 .多 >*- 可 测 集 ， 于 蚌 就 证 明了 fo 是 A l ë 
数 . 类 伺 二 可 以 证 明 扰 :是 .多 一 可 测 函 数 。 

引 理 7 E (Q, S, PO) 与 Rar Fa POERA -H 

REMER, ACRA M PA, AE Fe H 
HH, PIAC, 0) FF, IM 63k, H. 


Í, PaL day + )) dP, 


= f. PAL, wa)) dP (1.5) 


证 ERG, Fo P) 27. Pi) 沪 有 限 的 情形 来 
HEB, RAC 多 mx ,多 ?是 具有 定理 中 记述 竹 质 的 任 一 集 ，. 多 
是 所 有 这 种 4 所 组 成 的 类 。 站 面 我 们 证 明 a HA ATHER: 

CO Ra RMATA, EAER 

HA- A,x A.C . 7, Uj 


An 0E AL 
ALO, . ) = | 
ó, MEA 
页 
P; (A), 0E Aà 
PLACO, *))= | 
Ü, 加 1 @ A. 
同 理 


P ICA), 0E A3 
PLAC’ ,m2)) = | 
Ü, @,% A: 


LATARIA E Q rH BS SLES, IL 分 别 多 1- 可 测 
和 多 :可 测 ， 显然 有 
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f PCA(ob，))dpr= PXCA2DP CA) 


- f PICAC , @))dPa (1.6) 
ICA x A;C 多 特别 有 
Q, x QE BF 1.7) 


(2) 证 其 对 直 和 封闭 . 
EAC S, BEF ,E=A+B, W] 
PalElO * )) = PaLACO +) +B, + )) 
= PAC, * 2) tPABlor, = )) 
AHPAC, *)), P,I,(B(@i, + )) J Aaa, hk PaE 
(n DAAN. E 
PilEk +, @2))=P iCA( + , 0+ P r (B( * , 0)) 
FrN. 由 于 AE Z, BEF, T 


f PaA (on + dP =f PCAC, wn)ydps 
Bi Aa 


Í | PBC, + >ydp,= f PEC, @))ydp, 
EE] 8: 
于 是 根据 积分 的 线性 性 ， 帕 以 上 四 式 即 得 
f PEs Das Í PEC, 02))dP; 
1 g; 
所 以 EE =Z. 
由 归纳 法 知 ， MRA EA, 2,7) 且 4 = PAs 
k= 1 
WAE, 
AN 
(3) ERR x gr,— sr. 
这 是 《1) 与 《2 ) 的 直接 推论 ， 
《4) 证 明史 是 单调 类 ， 
RAEC .多 CE=1,2， yy B 
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Åi CAC Az 


a= [| Ja,, WF 
AlO JOAL, "OAs, + Ce 


Alo, | ]A 0 +) 


nai 


所 以 
PaA, *» )) = lim Pat AlO * )) 


又 因为 
PA, (Ois * ))= P;( Q.) 
(R=1,2,:) 


BH 8 TREA 

tmf. Pal An (@,, + ))dP, 

-|. Pat Al(@, + J)dp 
类 做 有 

lim] _PX(AÀA,.( ° n Ord P; 

no Ra 

-| PCAC, @2))dP; 
由 假设 

j PiCAr(@1 *))dP, 

=f PitArC* , @:))dP3 
AHU DEHO.DA 

j PKA, + ))dP, 


-|. PiL AC» ,@;) dP; 


(1.8) 


(1.9) 


17 


因此 AE FF 类似 可 证 ， 如 果 A.E (n=1,2,…); 且 
ADAD AD 


则 门 4.€.F. 因 而 7 是 单调 类 . 


—. — 
I. (= x ,多 2 是 包含 Sr x .多 :的 最 小 单调 类 ， 则 


— 
A 


由 $1.2 的 定理 5 知 


— — 
Z (SF AI X SZ) = OR Sr) = SZ x 27. 


Sr > SF C 7, AI x... = 2. 
TERGA; Fa, POS5 (Q;, Fi Po Ë 2 c - A 
mi At nE., RREAN R, TE 
IA =O, (i=1, 2) (1.10) 


p CAG Teo(i=1, 2, n=1, 2, =) (1.11) 
将 4 与 4 分 别 视 为 前 -情形 中 的 Q 与 2:， 于 是 对 于 每 个 
AC Z, x FARA m, n, PAO, ONA OEA A 
ME, PACO, ODN ADEF AWAK. H 


f Pal Als * YN ALAP 


= | PA ., @ə) A dP 
再 由 测度 的 可 列 可 加 性 和 Š 4.322 PA 2 ARRE A 


PalAlon += 了 Pa 有 Coil，， INAL) 


H = 1 


PIAC», 02)) = POPAL, OD Y AK 


M=} 
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| Pa{ A(@1, *))dP,= y | em PAO * dp 


=F E|. PA@, +n AD 


m= in! 


ro 


=} Df PCAC ° , 0) N A )dps 


inai 


=} > KEE P.CA( =, 0) NA dP: 
=》 | PAC: , 02))dP; 


[pa - , 02) 2)dP; 


EOL DARZ. 
定理 5 W, F i POB Z a POR- AR #l 
度 空间 ， AC IX 22, 念 


P(A)= f PaA, «Wap 


-| PLAC», @;,))dP; (1,12) 


BJ P E x Q, , Fa SF) E BJ o -A RNE, B. 
PLAI X Aa) = PiCAiDP:CA:), 
AC Bi AE RB (1.13) 
上 述 测度 请 称 为 Pi 和 P; 的 冬 积 测度 。 记 为 Pi XPa (Qi x 
Q,, SF Ix Sr, Pix PORA WEZE, Fo Pi h, 
Fo P) HERMESA, O, Fo Pi1) 与 (Q2,， 久 2:，P;) 
WR XQ Z x Fa Pix 了 ;1) 的 分 支 测度 空间 。 
证 由 (1.6) 可 得 (1.13), 下 面 只 验证 P 具 有 可 列 可 加 性 ， 
测度 的 其 余 条 件 P 显然 满足 ， 设 {4,} 是 久 1x 久 Fz 中 一 列 互 不 
相交 的 集 ， 风 由 $$ 4.3 的 定理 4 有 
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p(T Ah.)= f PZA 0s » aps 


=Í P.C A, (O;, - ))dP., 


n=l 


=f POPA, O, * ))dP, 
= Df P(A,(@1, * ))dP, 
n=l 1 


= P(A.) 


一 上 


故 可 列 可 癌 性 成 立 ， 由 《ltl.10) 与 (1.11) , 令 

A. = AX AY) m, n=l, 2, +< 
因 P(A,.) = PILAS) x Pa AS) < + co 
而 Q,x0,= 了 P Ans 


Wk P Jë o —43 F BS. 
定理 HU, Fa PDS z Fa, P.) E: 6 — # E 
测度 空间 ， 则 (Qi1x Q,, Fix SZ) EW E 38 IE (1.13 的 测 
座 忆 是 唯一 的 . 
证 BEP EGO XQ, GF x 贸 2) 上 满足 条 件 人 1,13) 的 另 
一 个 测度 。 由 于 对 任何 41E 2, AE Fa 
PLAX A.) = P'( Aix A:) 


~ 
且 P 与 P' 都 具有 可 加 性 ， 让 对 于 任何 A&E Sr x AnA 
PLA)=P' (A) 


~ 
LAAF FES, WAREMME, Pj pP 在 5 


~ ~ 
(BLY 名) 上 一 到 $K T OLRLAR SF: B PL 
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了 与 P' 在 .多 x .多 ?上 一 致 。 


习 题 51 


1。 设 4 基 习 积 空 间 2, x Q, PHE, WE ACAI A a M 
称 AEn MEE. 说 明 此 处 的 定 饼 与 正文 中 的 定义 是 等 价 的， 

2。 证 明 可 列 个 撼 形 移交 是 矩形 。 

3。 证 明 非 室 矩 形 的 形 如 也 = 妇 xB 的 表达 式 是 唯一 的 ， 凶 如 时 

AxB=ExF 
则 有 站 =E,B=F， 

de EAC Q Ix Q,, 如 果 4 的 等 一 个 o AoE FNE, 
一 个 m0: 截 口 是 . 字 WE, ARRAS 1 x S M RSS? 

5。 设 (全 1y 玉 1》 基 性 一 个 可 油 空 间 ， 呈 :基数 ER, SZ : 是 波 莱 
尔 集 的 全 体 ; 了 EELER, ERFARER, MAJ 称 OG, x D ; Bl 
TH 

Vf = {0 0) O01 E R, 0 Soa) 
与 

V.,()= {O02 01 € Q, , 0 Saa) 
为 了 的 上 纵 标 集 和 下 加 标 倚 ， 而 称 集 

{O02 OE Df = 02} 
为 了 《不 限定 是 非 负 的 ) 的 图 形 。 证明， 

CORRS EAW MY OSV MORETA, 

EPDE CETE T E 

6. ÉE 

Z = 4(— so, ax ( — so,b3|a,b € RF 
AAi a x(-—co,b)|a,b€ RY 
2f = {(a,b] x (e,d3|a,b,e de RF 
„Æ = {Cab x Ce, dija, b,c, AER} 
f s = ((G,b)x (e, d)|a,b,c,d ER} 
A = {a + ee) x [b, + eo)| a,b € RY 
证 明 
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If i I= 省; (k=1,2,-. 6) 
T Ra S Y (O. , Z yki ih N 2218) ， = (Z ) 2; 
=a A) rh. j. e SF ML RO Ga BJ k 6 OF 38 Br 1 N RJ25 , < 


-一 
LV w. Az Aal ALE R AE Y 


下 式 是 否 上 成 立 : 


— 
TY 
8, EIZIE SE Bi 3k E On BJ a Sy. 
9。 设 fi1(9 EF  — J Bl sr, Joo a -A N pay. E 
R fila), f: (G; EZ, x GZ a n] H) PS 2k. 
10. W(O.,, 2. ,Pj;) 蚌 任 一 测度 空间 , O ka W ak, S 5 uk 3 F 
可 涯 沫 的 全 体 ， 已 :是 苇 具 格 测 度 ， 子 基 品 :上 的 实 值 可 测 责 2. 证 BH f 
的 图 形 〈 定 交 见 习题 5) 的 Pl xBs 调 度 为 零 。 
11, RCRA a’ P yr o -有 FR EEN CRF a” P; Sk E 
k, HEF o tik ak K 3 By 2 k, PEWNE, MARP =P xP, Í 
Ze O | l. B5dE A 5 14 3k, W 
PCV acf = P(V*(J)) 


12。 在 上 题 的 条 件 下 ， 可 测 函 数 交 图形 是 P: x P: 测 诬 为 堆 的 集 ， 
设 ! | Ra F aa Pa) 9-A RM EE = H] , AE I x 
SZ Ps Pi Pa, MWJP(A2>=08 33638: Je 


PIAL ,02)) 0[P,2 


s 


卫生 (中 yore, 


13。 设 (1 好 PORN R: A a PaE o -A RARAN. 
(0, x0, x. P, x P EREE eME S E 

14. RG OPOS G A a” Pa 是 -有限 训 度 空间 ,把 Ç 
THREF, X 0,56 x. P I x P, ORRASAN 空 BJ, 记 
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拓展 后 的 可 测 集 的 全 体 为 . 久 1 x F :拓展 后 的 调度 向 记 为 
P =P, xP; . 

(1) RUA POS , 7, P, yati o -4A BJ) 56 4 m Er 空 
ËB], WE AER ix WALFER (EP I> Ba € Q I, ROA 
(Oa, " ) €Z, 对 JL 3P-ER 4; { 控 P;) Ho: ER, RO AC `. Q3) € 
Fa. 

(2) Ë f(01,02) EFSF a ANRA, DJ X JL E A 
(HP mo, s a,, ËDOfal 0E =, -可 副 两 数 ， 对 几乎 所 有 GE 
P,> ño C Q,, RUMENE n # pa 38, 

(3) Farn FF RRE 其 中 多 G= 1,2) 家 
RF | 前 完全 化 。 


$52 富 比 尼 (Fubiniy 定理 


本 节 的 目的 是 要 建立 重 积 分 的 概念 。 并 研究 重 积分 和 累 次 
积分 的 关系 ， 以 及 累 次 积分 中 变换 积分 次 序 的 问题 。 


定义 1] EO, Fo P) s Fao P) 是 两 个 o~ 
AEREE, (xan Sr x 多 2，PixPz) 是 它 iR R 
积 空 间 ，AE 27 x Z, KOs 9z) 是 定义 在 A& 上 K T PXP 
可 积 的 函数 ， 则 称 积 分 


| re: dP x Pz 


为 了 在 4 上 的 重 积分 ， 
如 累及 = AxXxAH P OVEA EŽTT, i 


hio =Í fra db, 
f ` Ai 
KNR h lop A LETRA, Wig 
j. hm) dP; = | IN fiO Opd P. Jap; 
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=| | f dP, dP; 


-| dP; f f api 
上 述 积 分 称 为 了 在 4A 上 的 二 次 积分 (或 昧 次 积分 》，。 
类 位 地 定义 
[fran rsf, araf, tan 


= í [| ros wi) dP: Jap, 


它 世 是 f 在 4 上 上 的 二 次 积分 ， 
定理 1 EE E r Fo PBs Fa Pi) 是 
两 个 -有 限 的 测度 空间 ，4 = A AE 27 ix g En N E 
JE, f(oi, ODEA ERES x e WJ B 92, UH 
(1) f ion ea EF AWE |, reuse 
dP ÆA N M R, 
《2 > 下面 的 等 式 成 立 


| flon Dad Pix PI = | ap. | flOr @,)dp; 
Aix A AI Ai 


=| TAN Kon wa) dP 2.1) 
证 分 以 下 几 个 步 又 来 证 明 。 
设 了 是 4 的 某 个 可 测 子 集 的 特征 函数 ， 即 
Í = x=; EC ZX Fs EZA 
则 根据 上 节 引 理 了 K G.12),4 
j. d P, fi JO m2) dP; -| Ps(E(@i, * ))dPi 


= P(E) 


= 
a 


| arf jano AP 
A A 
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I -| PEC + ,@2;))dP; 


=P(E) 


f aa fm 0AP: x Pa = P(E) 


H LL E= SI, XFFf= xe tAE., 
2° 根据 1 和 积分 的 线性 性 易 知 ,如 果 定 理 的 结论 对 非 Th 
Sr x 多 2 可 测 函 数 f: 与 # 成 立 ， 则 对 于 任何 ez 关 0， 有 >0， 定 
理 的 结论 对 
f afi + BP: 
也 成 立 ， 
3° 因为 简单 函数 可 用 特征 函数 的 线性 组 合 来 表示 ， 礁 根 
据 妇 纳 法 ， 由 2* 知 ， 定 理 的 结论 对 非 负 简 单 通 数 成 立 。 
4° 设 f 是 一 般 的 非 负 入 x 多 2 可 测 函 数 ， 则 根据 
3.3 的 引 理 1 知 ， 存 在 4 上 的 非 负 简单 函数 的 增 序 列 {f,}， 
使 得 
limf, (Ols, 0) = flas m2) 
#EArF3kAb pR 3r, H3, EAHA EH hR Fehi 
定理 有 


j IDs @;)dP,ix P; 
AI da 


-f limf. (or, WAP x Pz 


1 dí 


= lim| frtm1, Oa}dP1ix Pa 
AIXA 


月 一 oa 


=lim| dP:| fr ODAPI 
Ll | Ag 


F+ 
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= |, ap. | Limfa (m1, opdP: 


A: a~o 
=| arf fi, Da) APs 
31 -d A: 

HES 

I fo, i, @padP < P; -f araf fii, D2) dP 

diz Az Ar As 

推论 设 A= AX AG 9771 X Fn Kas, 6 是 有 A 上 的 非 

HF F Aw. 如 果 


| a flOr, Op dP x P, < too 


W re, oDd ALEAT Pi 几乎 处 处 有 限 ， | tos 


oz)GP: 在 43 上 关于 Pz 几 乎 处 处 有 限 。 
定理 2 (RED É (O, S, PD Os Sr; P.) JE 
西 个 59- 有 限 的 测度 空间 ，A = AAC SU Ix SF, jË WP WE 
Š, jio, op EA EATER AA., M 
C1) AILERA OCE A, Kon o) CAS JE A #& H 
fa 0) 是 太 2 上 关于 Pz 可 积 的 省 数 . 
《2 WA, 表示 使 (1 }) 中 的 结论 成 立 的 ;ES 4&1 的 全 体 ; 则 
函数 
| re @;)dP; 
在 4: 上 关于 已 可 积 . 
(3) 成立 下 面 的 等 式 
f es © dP x Ps 


=| ap, | Fl ma) dP (2.2) 
31 di : 


tE, Morin. RI yi s Ri 98 SG F. ë f 
是 在 可 测 集 和 上 上 定 交 的 可 积 函 数 ， 瑟 是 如 下 的 可 测 人 党， 
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EDA, P(E—- A) = 0 
WH 30 Ts V 
Je = f jar 
困 此 ， 对 于 一 个 积分 ， 积 分 号 二 的 范 数 不 必 在 积分 范围 上 
金 有 意义 ， 而 闪 要 在 此 范围 上 几乎 处 处 有 意义 即 可 。 根据 这 种 


扩充 了 的 程 分 记号 的 意义 ， 官 比 尼 定 理 中 的 闪 式 (2.2) 可 简 
化 为 


J fi WdP1 x Pa 
ALKA, 


=f arif fiO Op dPz (2.32 
Ai A; 
证 令 
A= foi| | Po oddps< +o0,0€ Art 
A= fo, | f Col, 062)dP I< + eo, DEA} 
AA NAT 
Mhe HEt 
P KA= PA) PCA S PLA,) (2.4) 
于 是 根据 定理 1 及 上 式 得 


| FO @p dP x P> -Í arif F O Wi} dP: 
AtA Al A2 
=| dp fm, Dr)dps 
A A: 
| Fian, WidP x P; 
Ain da 
=f ap,Í fm o,)dP; 
AI Ai 


=Í, dP,la f (Wi, OD dP 
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HALPA. BI 
| fm, @,)dpix P; 
Aix Ai 


=Í [f fio Opd Pa- | fm, wa) dp:jap 
Ai 31 da 
=f anj| Kon opdr: 

A: A: 


-f apf Kaon aP 
Ai A: 


EB (2.35 ARE. 

骨 同 样 的 证 明 方 污 可 得 至 如 下 与 定理 2 对 人 情 的 定理 ， 

定理 3 CEE 在 定理 2 的 假设 下 ,有 

(1) 对 几乎 所 有 的 osE Ar FOr 0) CRRA 
[7 0) 是 4 上 关于 P 可 积 的 函数 。 

(2) 设 A; 表示 使 G0 中 的 缚 论 成 立 的 wzE A; 的 全 
E. MES 


[ flon Əà;)dPa 


在 4: 上 关于 Ps 可 积 。 
《3 ) 下 面 的 等 式 臣 立 ， 


| jm Od Pix = | dpa Foi, @)dP: 
Ain Ar jz AJ 


=Í ap:| Fon @)dP: 
定理 4 在 定理 2 的 假设 下 ， 存 在 如 下 两 个 累 次 积分 


f arf Kon @:)dP; 
vdi At 


| dps| FOr mdPs (2.5) 
di di 
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f ap,| fo, @;)dP; 
Ai AI 


-| arf, Fon aP: (2.6) 


R, E (2.6) yrhip p E W 2 p (SEE 
JH 2 之 注 ) 。 
证 这 是 定理 2 与 定理 3 的 直接 推论 ， 
定理 5 在 定理 1 MAHT, WE 〈2.5) 中 有 一 个 累 次 积 
HAAR, M F 0D 在 上 上 可 积 且 (2.6? 成 立 。 
| w fw, dP i X P; = + co 
m 
umf Cion 0J dP X Pa = + ce 
于 是 当天 充分 大 时 ， 有 
| [fts, 01a dPi x Ps> 
f, TAN f, AP (2.7) 


Amo AAL Ker 6). fEA FH 38, WAE 


| [feo i, Oa) la dP Pz 
Aid 


z 


-| ap 中 EFC! , 0) dP, 
At 1 
{EC lo D3) 所 fim1，wz)， 圾 有 


Í C OO, @ la dP X P; 
Aid 


<f ap Flo, ma)dPs 


这 与 (2,7》 矛盾。 
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推论 设 4E Sm ix n Kon, 0) RA FEB S, x Z” 
TAMA, ËB. 


| ap | on 0) | dP + oo 
Ax Ai 
则 “2,5) 中 两 个 累 次 积分 都 存在 ， 且 (2.6)》 式 成 立 。 


= 题 5-2 
， 举 例 说 明 ， 扼 局 景 次 积分 
f an, | fa GaydP， 
Ai da 


f, arf, Fo r ,O.dP, 
HEE, MARDA T. 
提示 ; FEAR 
0:7, 35 0 L0 LOL] 
FOr) = — 2, 当 Eo Pesat: < 1 
0, 其 它 的 0 sm 0 <ÇO ,=<<1 
2. 如 果 上 上 题 中 的 两 个 累 次 积分 存在 、 有 限 站 相等 , 二 重 积 分 
14P1x Ps 是 下 一 定 存在 ? 


3. Wifi (0, ) 是 5 -有 限 测度 空间 《2; ,用 .Pi G= 1,2) 上 的 
HERA EH 

(1) fi 01,0) E f; (Wi AR aAA -ANAR = 1,235 

(20) j (01,0) =Jit0 iM: ODEA I x 2 a PN AR 


(3) f KoondP, xP, = {| Ptooapj| 
Axr Di 


[eeom 1, 


d, RA Pi) 与 (O,.,,SZ,,P I) APA o -ARER ES H, 
A=A XA AAWE, (010 E A CANA, a o A, En 


使 了 在 各 上 可 积 ， 也 未 必 对 不 和 的 o, EA maf fs, dP ME 
A 
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E: 同样 ， 也 未 作对 所 布 的 6, SA; 积分 | foan dP MFE. 

5。 用 宣 比 尼 定 理 证 明 8 4,3 的 定理 4， W (9,27 ,P 是 5- 有 限 测 
EZE, fa (EJEA — H| W| Pa 36. m 
f (Zr co) | TESH f. CoO)dP 


ED 
ER: $ 
Ci A Pa) =A P 
ü, = { 正 整数 上 
£, = D fJ — F f AR BJ arik 
P, CA) = Ar BJ563 B 3k, AES a 
fa (j= fion) 


$53 二 维 勒 贝 格 -斯 提 杰 测度 与 
二 维 勒 贝 格 - 斯 提 杰 积分 


直线 上 的 勒 由 格 -斯 E ZS BJ 度 和 勤 贝 格 -斯 提 杰 积分 的 概 
念 可 以 推广 到 多 维 空间 。 本 节 中 我 们 考察 平面 的 情形 。 由 所 述 
的 推理 方法 容易 看 出 对 于 维 数 更 大 的 空间 应 作 怎 样 的 改变 ， 

定义 1 设 R* 是 平面 上 的 点 的 全 休 ，B; 是 Rz 中 波 菜 尔 集 
的 全 体 。P 是 〈R?，. 钨 ) 上 的 测度 ， 如果 了 在 二 维 有 限 区 间 上 
PAME, M 

P(Ca, bjx Ee, di)< +co,a, b, c, dË R 

则 称 了 为 二 维 (平面 上 的 ) 勒 贝 格 -斯 提 杰 测度 ， 并 称 (R, Br 
P) 上 的 可 测 函 数 关于 P 的 积分 为 勒 贝 格 -斯 提 杰 积分 ， 有 了 时 也 
PE E P 的 完全 化 测度 为 勒 只 格 -斯 提 赤 测度 ， 椒 应 的 积分 
也 称 为 勒 贝 格 -斯 提 赤 积 分 | 

为 叙述 简单 起 见 ， 下 面 我 们 仅 讨论 P 为 有 限 测度 ( 即 设 
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P(R2)< + ce) 的 特殊 情况 ， 
32 设 了 是 . 胸 : 上 的 有 限 测 度 , 则 称 定 交 在 R 上 的 函数 
F(x, y)=P (~ ee@,x)x (— eo,y3), (x ER 
3 P Jy fi B PS. 


(REP) 上 的 勒 由 格 -斯 所 杰 积 分 |,， scx，y)dP 也 用 
记号 
-sf gix yp dFix, y) 


或 a-s| | s, DAF, VERR. 


定理 1 谈 P 是 .用 : 上 的 有 限 测 度 , 则 了 的 分 布 秀 数 PFCx, yj 
共有 如 下 性 质 ， 
(1) Fx, VÆRT TENIAN HA E, 
(2) 充任 意 固定 的 > ， 
F( —co, y)= lim P(x, y)= 0 


对 任意 周 定 的 x， 
F(x, 一 co) = limF(x,y)> = 0 


F- œ, +cç9o)= Im Fix, y)=0O 


Y= 


(3 F+, +o) slim F(x,y)< + eo, 


# ——< 


(4) 对 于 R 中 前 任意 点 (x1， YOE Yo), Hx < 
?ay 了 时， 下 面 的 不 等 式 成 立 ， 
Fx, ya) FO, Ya) ~ Fas Y) + FO, 2020 
上 式 堪 边 的 式 子 称 为 ECx，32 的 二 阶 差分 ， 记 为 AF 
Fo Xoya). 
前 三 个 性 质 可 以 仿照 一 维 的 情况 证 明 。 情 如 ， 根 据 测 度 的 
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下 连续 性 及 旺 的 有 限 性 即 可 推出 《3 ) : 


了 IT co ， 十 co) 一 下 ( 了 2) < + co (8.1) 
下 面 我 们 来 证 明 性 质 《〈+) 
令 
D:=(-20, x1x ( — co, y] 
BJ 
Flix, y)= P(D.,,;) 
x 
D. ,,,1D,., = D... 
kid 
P(D,,., UDs) = P(D, )+P(D,, )—P(D., ) (3.2) - 
令 ， 
D = (xisX2 X CY1s P2] 
则 


D= Day (D... UDa) 
Dorn UDe CDer 
于 是 由 G.D RAF 
P(D)= P(D.,,,)  P(D, UDa) 
= PD rr) ~ PDs) o P(D,, ) + PLDs) 
=x FixYa) — Fixi y) — F(x;,324) + ECX yi) 
=0 . (3.3) 
定义 3 定义 在 Ri 上 具有 定理 1 中 的 性 质 (1) 一 (4》 
的 函数 F(x,») 称 为 二 元 定 分 布 函 数 ， 如 果 还 有 
F( + co, + co)=1 
巾 称 FF(x, 3 为 二 元 概率 分 布 函 数 。 
定理 2 设 F(xy?) 是 二 元 定 分 布 函数 ， 则 在 R A) 上 
存在 唯一 的 测 麻 己 ， 使 得 当 xa<xay3ya<3yaz 时 ， 
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PÚ0CXi xz] X CPi, Yr) = AFC X1, Yis X22) (3.4) 
已 就 称 为 F(x;y) 所 引出 的 勒 贝 格 一 斯 提 杰 测度 。 
证 明 可 仿 慨 一 维 的 情况 给 册 《参看 习题 2 与 3) 。 
H (3.3) 式 知 ，( 及 2 的 上 的 任 条 有 限 测度 也 的 分 布 Pñ 
数 所 引出 的 测度 就 是 PP 本 沿 . 
推论 Q F(x,》) 是 定 分 布 浮 数 ， 则 F(x, 就 是 它 所 引出 
的 勒 员 糙 - 斯 提 杰 测度 P 的 分 布 函 数 。 
证 ”根据 测度 的 下 连续 性 及 Fis 的 性 质 〈2 ) 和 (C3.4》 
式 即 得 
P{C— So ,xsJ X ( oo, YY 
= lim P(X(-— x11 X (yi, yzJ) 


žime 
pism 


= lim AF{xis Yi X2, y) = F(x: 33) 


x 1 一 一 


引 理 1 设 Fi(x),F2s(y) 是 一 维 定 分 布 淆 数 ， 则 
Fixy) = F(x) Pty) 
EOE AAR, H xiex y yA, 
AF(xi, is X29 ya) = [F lx F (xi) ICF: Cya) — Faya] 
(3,52 
-证 出 分解 因 式 即 得 
AFGX, 390 X2 V2) = Fi(xi)F;(y3) = Fi(xi)F:Cy:) 
— Fitxa) Palya) + F i(x i) Palya) 
= (F (x;) — Fitxa) CP) — Faly] 
定理 3 ” 设 Flx,》) 如 引 理 1 所 给 ，Pi,Ps 分 别 为 由 Fi(x)》， 
PFx3) 所 引出 的 一 维 勤 贝 格 -斯 提 杰 测度 ，P 为 由 F(x,》) 引 出 
的 二 维 勒 贝 格 -斯 提 ZW PE, Uü 
P = Pi > P> 
证 ”由 乘积 测度 与 一 维 惑 贝 格 - 斯 握 杰 测 度 的 定义 及 从.5) 
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式 有 
P: x Pol (Xr, xz) X (yi yal) = AF(0X:.FisX2 322 
根据 定理 2 .(R2,52, 上 满足 条 件 (3.4) 的 测度 了 是 唯一 的 , 故 
EB: 上 的 测度 P 与 Pi xP: 框 等 . 
定义 4 EnO fo 是 定义 在 同一 可 测 空 间 ( 呈 ,多 ) 
EHATE, 
fa) = filo), fa(0)) 
构成 一 个 二 维 可 测 向 量 。 特别 是 ， 如 果 Eo) 与 Ea 是 同一 
概率 空间 (QF ,P) 上 的 两 个 随机 变量 ， 山 二 维 可 测 辐 量 
£(@) = (Si (0) Eal) 
也 称 为 二 维 随机 变量 . 
引 理 2 Z 人 (68) 与 12(@) 基 定义 在 同一 可 测 空间 ae 
上 的 实 值 沙 数 ， 则 
Tm) = (F70), fc@)) 
是 一 个 二 维 可 测 向 量 的 充 要 条 件 是 对 任何 4E 52, 有 
{o | KOE AJE 2 (3.6) 
证 充分 性 : 设 x 基 任意 实数 ， 令 
六 = 一 oo, x R 
则 
(e]fCo6 C A}= {mf /0)E (0,x), fm)E R) 
= (o| fox} (3.7) 
由 于 4E Br WEGO. DA 
ojh Sx}E 2 
BHfÁ(e br im. EJE uEf,Co nr gj. 
必要 性 ， 设 _e 是 RR 中 一 切 使 (3,6) 式 成 立 的 集 态 所 构成 的 
类 。 仿 照 一 维 的 情况 可 证 .ez 是 一 个 0 一代 数 ， 令 
-F = {L-a x ( —co,b)|a,b6 R), 
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Ha RREME, M 
S, = o(@)€ e 
这 就 证 得 (3.6) 式 对 一 切 二 维 波 莱 尔 集 4 成 立 。 
引 理 3 ”次 f@) 是 测度 空间 (8 ,入 -,P) 上 的 二 维 可 测 向 
量 ， 对 于 每 个 BE BS 
BB) =P (8.8) 
MJ z RZ, E BU EE, 
证 明 与 $4.4 的 引 理 1 二 类 似 ， 此 处 从 路、 
定义 5 T 
Fw) = (fila), fala) 
EWES, F. P) 上 的 可 测 向 量 ， 则 称 由 (3.8 定义 的 
BERME e Wio ME, ( R2,.22,, ny 则 称 为 由 fC@) 
引出 的 测度 空 闻 ， 
如 果 (8,. 贸 ,P) 为 有 限 测 度 空间 ，、， 则 称 
Fix, y) = Pf (o) Ex, flo) Ey) 
ARDARA RRIMARKA EH f SHHEJ 
测度 & 的 分 布 函 数 一 教 ， 即 
Fixy) = POE xx ( — eco ,y3)5 
=P f° ((—co,x)x ( -co 
=RB((— So x) x ( — So ,y1) 
引 理 4 Efo) = (fi1(@) ,fo(8)) 是 可 浏 空间 (QF P) 上 
的 可 测 向 量 ，g(x,Y) 是 二 元 波 芋 和 尔 通 数 ， 则 go), fa 
(0, 久 ,Py 上 的 可 淹 函 数 ， 
证 DEBC h, BF E R: HEREDE W 
g: (BE SB: 
TERM? 
lo|g(h(ey, f0) E B} = {olf(o)E gT (ByY6 SZ 故 
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gifa fla Rir B| A, 
下 面 我 们 给 出 二 维 形 式 的 积分 转换 定理 ， 这 个 定理 在 概率 
论 中 起 着 重要 作用 ， 
定理 4 È 
fm) = cf), fato) 
是 有 限 测度 空间 iQ,.3 MERTZERIA (R, Broi) 是 
fa) 引入 的 测度 空间 , F(x,y) 是 Ko) ah gay) E 


二 元 波 菜 尔 可 测 通 数 ， 如 果 积 分 | sfP(o) ,PP(o))aP 和 (L-5) 
WW 中 有 一 个 存在 ， 则 另 一 个 也 存在 , 且 


f edoh YdP 
+a f Haa 
= a-f] gix, y) dF(x, y) (3.9) 


证 明 可 仿照 一 维 情况 《$4.4 定理 2》 给 出 。 
推论 “so ,5&2(0)) 是 概率 空间 (0, 多 P) 上 的 二 维 随 
HEH, Eix, p) ERA R BJ] 
Ego) = (.— s) |`” |` xaF(x,y) 


+= f +>* 
Eeo) = (L-S)| S yar) 


证 aaier x sü y RG. 
EXS 设 人 (C8) 与 如 (0) 是 同一 测度 空间 FP 上 的 
实 值 可 调 函 数 ， 如 果 对 于 任意 实数 ，? ,有 
P(#(O0o)y=x, fo Ey) 
=PO P (Dm) Ey) (3,105 
Wk oho E, 
my EERE PREZIME. 
显然 (3,10) 式 可 写 为 
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F(x,y) = Fix) Faly) (3.11) 
其 中 Fi(x) BROH (oy sf. (Go BD du 83k, Foy) A 
SHERRIE), hop 的 分 布 函数 。 
定理 5 Bhajo EMERE, Aa ER SKT 
WRH. W) 388 3828 ER ERRE 
Bz 有 
Pfii E Bi, hCG Ba) 
=P(ñ(6)€ BOPC fo) E B2) (3.12) 
FE SEFE, BI = (flo), 天 (8 引出 的 测度 为 上 ， 
WERE, Ehio) = (ft8) hN 
Flix, y) = F,Cx)*F;(y) l 
PSI ANIE, BRES, 
R=Pix P; 
HEPR I SS P;2y B| Hfl) 所 引出 的 一 维 勒 由 格 - 斯 提 
杰 测 度 ， 于 是 对 于 任意 的 B:E B, REBA 
Philo) C Bi, fa(@)E B;) = P(f(@) E Bix Bo) 
=H(B1x B) 
= Pix PI (B: x Ba) 
=P(B.)-P(B;) 
= P(fi(6)€ BOPE) E B;) 
即 (3.12) 成 立 。 i 
THEE BhoBilo) ERER, g 与 gz 
是 任意 一 元 波 某 尔 可 测 函 数 ， 则 gxi(P(o)) 与 Ba(Pto)) us 38 E 
独立 。 
证 对 任意 的 一 维 波 于 尔 集 B+ 与 Ba， 由 定理 5 及 和 3.2 定 
理 1 有 
Pilg) E B:,g(f.)C B;) 
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=P(#fCG g iB) fE gI Ba) 
= P(E gr BOPE g: ‘(B22)) 
= Plg) E BOPG) C B; ` 
定理 了 7 jw) 与 人 (9) 是 有 限 测度 空间 Q, F, P) EH 
EIRATA UB 


[nnae=| f ap- | fa aP 


证 Rfs AG eio N5 AMED AERP, PI, WU 
t= P. x P: 
于 是 定理 4 及 富 比 尼 定 至 有 


+= +< 
| ninap = F | xydP, i x Pa 


+= +a 
-| xdp,| ydPa= | fa dP: |; dp 


推论 YES (6) Eo kE AB 8 38 sr B PHT Pa 3022 J 3 WJ 
随机 变量 ， 则 
ES É, = (EE ) (Ea) 
TE OB PJ E E rB R 3 32 BE ELE Et Wi 3k Sp Rp AFE BJ 3B 2 E: 
黎 曼 型 的 斯 提 杰 积分 ， 下 面 我 们 来 给 出 它 的 定义 并 讨论 它 和 勒 
由 客 -斯 提 杰 积分 的 关系 ， 
定义 6 设 F(x,y) 是 二 元 定 分 布 画 数 ，fx,y) 是 定义 在 
R* 上 的 实 值 函 数 ， 在 区 间 Ca;57 与 fe; 习 任 党 皇 入 若干 个 分 点 
G=X0<XI< < = b 
C= 
来 划分 奸 形 [a,bl x Ce, 由, 记 这 一 分 法 为 4 ,在 每 个 区 间 [Cxio:， 
LELY o PAAR A My, EM 
a= > Sra, A i Xi Yj) 
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< 
ACA) = max í (x; 一 Xi 一 和 


如 果 当 4CA) 一 0 时 ， 不论 分 法 却 何 ， 也 不 论 x,* 和 yj* 萄 取 法 起 
M, G 有 高 限 绚 极限 械 , 则 称 这 个 极限 了 为 f(x, 在 夭 形 Ca,b7 
x [Loyd) 上 关于 F(x,y》 的 黎 曼 -斯 提 杰 积分 (简称 RR ~5 积 分 ， 
wH 

(R- 85) J| renan = limo 


= Tim > > Fix: t y FYAF0(x; x; Yis) 


ALAJO jetim 


定义 7 了 BF, y EDEA a rE R 上 的 
RERS. METEC bl, Ced), Wa 


(R- S) J fix, ydF(x,x) 
Hh 


存在 ， 且 极限 


lim(R- 5) ff f(x,y)dF(x,y)=1 
Ps 


a= x= b 
e= = d 


FE, 则 称 此 极限 为 fx,y? Be. F(x,y) EREK SRE- 
斯 提 炎 积分 ， 记 为 


+ ft> 
I= -DS | eara) 


如 果 工 有 限 ， 则 称 积 分 (3,13) 收 合 。 
如 时 


(3.13) 


(R-s) |” | tx,» lda) 


URRA (3.13) 绝对 收效 
HEr EPA MAA MeH, 如 果 积分 (3.13) 绝 
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Iig WP ai 8k. 
定理 8 ” 设 F(x;y) 是 二 元 定 分 布 函 数 ,f(x,y) 是 R* 上 的 连 
续 函 数 , 则 在 R? 上 f(x,y) 关 于 F(x,y) 勤 贝 格 ~ 斯 提 杰 可 积 的 讽 
要 条 件 是 积分 (R- S) | | “f(x,y)aPC%,y) 绝对 收 敏 , 且 在 此 
RHEN. A 
a-o F reparay) 
=R- 9f N fOe, yydF(x,y) (3.145 
定理 g HF ELC ICEA A 函数 ， CELab] x Led] 
TARER RIR EGI, Hf yla bx Cled) EE 
BE, MM 


I fx, y dF Cy) 


= f fixy) Ss dxdy 


外 


上 式 的 右边 的 积分 是 普通 的 二 重 积分 。 
定理 10 RF 是 二 元 定 分 布 函数 ， 它 在 RERAN 

2 
maps POS ， H Joy) 在 R 上 连续 ， 如 广 


t= r+ 
义 二 重 积分 a|” rent 2. a dxdylk gs W 
+= P a 
CR-S)|- 人 fixy) dF, y) 
iki, H 
+a F +> 
cR-s)| Í fix, y dF0x,y) 


_ pe PE, y) 
= CR) res Əxóy dxdy 
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世上 三 个 定理 的 证 明 是 纯 分 析 性 的 。 此 处 从 栈 ， 
习 Æ 53 


1。 二 萝 定 稻 布 函数 的 诸 定义 性 质 并 不 独立 ， 哪 些 性 质 可 由 鞭 余 的 
性 质 推出 ? 
2。 设 ef 是 二 维 有 限 左 、 下 开 区 间 的 全 体 ， 即 
-gf = {pI Ce,dla, b, c, dER} 
F 《x,y) 是 一 元 定 分 布 函数 。 证 明 
(1) AHAA HA: 
(2) EHRE 
P((a,b)x (c,d]) = AFta, bie, d} 
上 其 有 可 列 可 加 性 ， 
《33 RF E B. a PARTETA ZE HRAT R by A na Bl 
K, MF 是 一 个 环 
《4d4) É 


A=} (ar b, Jx (e; ,dy 3 


kal 


P(AYy= Y AFl, „be sce pdg] 


k=l 
则 P (A) 是 这 上 的 测度。 
3. 证 明定 理 2。 
4. P 2; EJ RW EE, < 
F(x,yy=P(KX, + ooy x (yr +>) 
讨论 F(x,y) 的 性 质 ， 
5. 在 定理 了 的 条 件 下 ， 证 明 六 fs? 是 吕 上 的 可 积 画 赦 。 
6, 证 明 引 理 3 , 
7 了 7。 完成 定理 g 一 10 的 证 明 。 


182 


第 六 章 广义 测度 


$6:1 广义 测度 的 哈恩 (Hahn) 
分 解 和 若 当 〈Jordan) 分 解 


EXI RO, ORNER, 是 定义 在 久 上 的 广义 
LERGA, mEn YED F FE; 

(1) gl)=0, 

(2) 除 有 限 值 外 ，k 在 土 wo 二 值 中 至 多 只 能 取得 一 个 
Ü; 

C3》 具 有 可 列 可 加 性 ， 当 {A&.} 是 多 中 一 剂 不 相交 的 集 
时 ， 有 


(Za, j) Erao 
rl n=l 


MEAE AC DAN a T CNE. 
PaaS SHEE WEAH os E, WEE 
A X MEER Ela). lap F N) 
如 果 对 于 任何 4&E .多 有 
KAZ +o ` 
MPR e EBRE, ARRO, F OEBAR ANES i, 
如 昌 对 于 任何 4E .多 -， 存 在 4,E 多 ， 使 得 


. acla., E. [pA << +eo(n= 12,312.) 
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风 称 上 是 o- 有 限 的 。 这 时 也 称 (Q,.9 ,4) 是 s-r” LWES 
BB), | 
例 1 PÉ Pi 与 Pp, 是 (8, FF) 上 的 两 个 测度 ， 其 中 至 少 有 
一 个 是 有 限 测 度 ， 则 
BLA) = P(A 一 Pi AER 
是 (8,.F) 上 的 广义 测度 . 
例 2 ”若是 c- 有 限 测度 空间 (Q, 多 -,P) 上 的 可 积 函 数 , 则 


(A= | ap, AEF 


EA RORE. EAR AERA TATER. 

AEA Bj BJ HEBB ñf Pr Pe 1 mj EE BE Sanz ER, 

读者 不 难 验证 ， 测 度 的 基本 性 质 除 单调 性 及 次 可 列 可 加 性 
外 ， 其 余 对 广义 测度 也 成 立 ， 因 为 它们 的 证 明 并 未 用 到 测度 的 
非 久 性 条 性 .。 | 

广义 测度 还 具有 以 十 性质， 

定理 1 eE, FOLA RME, WMR A BEF, 
HAcCB, [R€ B| <+, M| uA LHe 

证 根据 & 的 寡 限 可 加 性 有 

WCB) = nA) TARAB— A) 

因为 lB)| < 之 + co, WBA u CA)|< + co, | 

定理 2 设 上 是 (8, 妇 ) 上 的 广义 测度 ， 如 果 { 妇 ,} 是 


中 一 列 互 不 相交 的 集 ， 且 Y'acA,. Br Sk, H 
Sjela D< + co 


证 令 
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4 人 "Wa (A.) 20 
$, Wi (A.)<0 
As-1 t> Ma (A. 20 

4， 当 HA)<0 


区 
A, = Az + A2 . aD 
(Zar) = 2 pA) 《1 .2) 
ONOR DHA) (1.3) 
rej tui 


RR WEHEN, Eto Br, p 至 多 只 能 取得 其 中 一 
个 值 . 为 确定 起 见 ， 丰 妨 谱 上 不 到- ool. 于 是 


na)>-% 
XH uC A2)<0, Aa. 3k r. HERE (1.1), 

= pla) = EAD + BLAD] (1.4) 
rag. 由 (1.45 WE a -D PE CD kA. BM 


[CA | =A) BCAF) 
mH GQ. 2) 与 《1.3》 的 收敛 性 即 得 | 


LIMA, )| = Daan- par Jato 


定义 2 ELR Q, A0 上 的 广义 测度 ,4E 多 ,如 果 当 
EE .有 上 且 BECCA 时 总 有 jC(E) 守 0， 则 称 克 是 正 集 (对 上 而 言 ) 3 
如 果 当 EE g HEC ABA ya (B<c0, MA RMM (对 上 而 
H). 

显然 几 既 是 正 集 又 是 负 集 ， 而 且 全 体 正 集 的 类 与 全 体 负 集 
的 类 都 是 o 一 环 。 
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定理 3 庶 靖 是 (8, 殉 ) 上 的 一 个 广 文 测度， 则 存 硒 两 个 
不 相交 的 可 测 集 4 种 BB， 使 得 
A+B=Ü 
HART ü NER, B3FT F 3. 
我 们 称 集 4 和 了 形成 2 对 上 的 一 个 哈 思 分解. 
证 因为 在 +%m 与 ~% 二 信 中 至 多 只 能 取得 一 个 信 ， 记 
以 为 确定 起 见 ， 我 们 可 以 假定 ， 对 于 任何 BE Z, 


- eo< R (Ey== + co (1.5) 
令 

B= inftí(n( B)| BÆ u MME} C1 ,6) 
则 存在 负 集 B.C 多， 使 得 

limg(B,) = 8 (1.7) 


< B= Üs., 出 了 是 一 个 负 集 。 由 《1.6) 3, B&n), 5 


-A m, AA BREH, WeB -B S0, WE 
HtB)=u(B, + H(tB- B,)=u(B.) 
n>, 由 (1.7) AaB., Mm RCB)=B8《 即 负 集 的 4 
值 可 以 达到 最 小 ) 。 | 
现在 我 们 证 明 4 =Q —- 了 是 一 个 正 靠 ， 假 定 结论 不 成 立 ， 设 
Es 是 和 的 一 个 可 测 子 集合 得 CEo) 0, HAETAAN Es 不 可 
能 是 负 集 ， 因 为 如 果 Eo 是 负 集 ， 则 B+ Eo 也 将 是 久 集 ,和 且 
B<B +E) = n(B) + n(Eso) <u(B) = B 
这 与 〈1.6) FH. TE E| 存在 上 值 为 正 的 可 测 子 集 。 令 
k= min 人 m| 存 在 可 测 集 BCE， 使 CE) 之 坟 ) 
并 设 Ei 是 Bo 的 可 测 子 集 ,使 得 CE1) 之 站， 内 为 KCEo)<<0， 所 以 


uE- Bi) = (Eo) — pg(ED < pl Eo) — z< 
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区 刚果 于 Es 的 论证 也 可 以 同样 用 之 于 BE。 E, WA 
ka= min fn| 存 在 可 测 集 EBo En EADS} 
并 设 已 是 zs- Bi 前 可 测 子 集 ， 使 得 jCEs) 之 霹 ， 则 有 
p(o- E, — Es) = B(Bo) — CR.) — CED SHE) 


kiti, WEJ. $ 


Fr= Eo- Y 'E, 


n=l 


To 1 
(FO =E- 2 ME.) Su(E0) 3 <; (1.8) 


AE bki, ATA 


,1 
lim Pa = 0 


É — 


出 此 可 知 Fo 不 可 能 存在 正 值 为 下 的 可 测 子 集 ， 即 如 果 了 是 
FRERET, WA 以 FE 和 0， 这 也 就 是 说 ，Po 是 一 个 负 集 ， 
因而 五 + Po 也 是 负 集 。 但 Po H BAHR, BR G.D 有 

B(Fa) =u Eo) <0 
于 是 

B(B + Fi) = H(”(B) + RF) utBY=B 
这 与 &(B3) 的 最 小 性 质 矛 盾 。 

引 理 ] eE, ZOER WE, 

Q= At Bi 和 Q= A;+ B; 
震 避 的 两 个 哈恩 分 解 ， 则 对 每 个 可 测 集 EE， 有 

HCEN LA: = PENA) 
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ELEN Bi) =p(EN Bi) 
证 由 关系 式 
EN CAI- A CEN A 
可 知 
ECEN CAI- ADD 0 
又 出 英 系 式 
ENCA- A) CEN B: 


Tn 
BEN CA: As))=ç0 
因此 有 
KEN Ai- A2)) = 0 《1,9) 
同 理 有 
BECEN LA- A1))=0 (1.10) 
由 于 


AiUAs= Ait CAs— Ai) = A; + (A, A) 
Wk a.D 5 0.10 有 

HENAD=2EN CAUA) = (EN A) 
同 理 有 WC(ENM Bi) = jCEN B), 

定义 3 PE uj (O, 7) 上 的 广义 测度 ,如 = À + BJ G BU 

哈恩 分 解 。 对 于 每 个 EE 多 ， 令 

LE)= WENMA) 

(EE)= -KEN B) (1.11) 


|u| (E) =p#*(E) +u" (E) (1 .12) 
ARR nt, u” 和 |4| 分 别称 为 上 的 上 变 差 ,下 变 差 和 全 变 差 . 
引 理 1 表明 ， 尽 管 虽 的 哈恩 分 解 未 必 叭 一， 但 由 《1.11) 
与 《1.12) 定义 的 上 的 变 差 是 唯一 确定 的 。 
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显然 ， 如 果 上 是 (8, ) 上 的 测度 ， 则 如 = 2+ 由 是 身 的 蛤 
BRR XHA 
n=0, p= |#| = # 
容易 证 明 ， 本 节 例 2 所 述 有 限 广义 测度 上 的 上 、 下 变 差 及 全 蛮 
差分 别 为 


CE) =. f s'ap 


t (E) = f ras 


Il(B)= | flap 


定理 4 谋 上 是 (8 多 ) 上 的 广 六 测度 ， 则 - 
(C1) PŘERZ at, TEZ V 和 全 变 差 |4| 都 是 
(Q, LAWE, H 
BCE) = HW (E) - n(E), EE = (1.13) 
C2) 如 果 上 有 限 ， 则 s 各 pF 也 有 限 ; 如果 上 下 为 go- 有 
E, Mpt pE o AR. 
(3) pt fu 申 至 省 有 一 个 是 有 限 测度 ， 
证 《1) 是 显然 的 ， 
(2) ERAR, EC .3 ， 则 根据 定理 1 Er, 
ECE) =EN AAL CE) = -ulEN B) 
也 都 有 限 。 由 此 命题 的 第 二 部 分 可 用 通常 的 方法 推出 ， 
(3) 因为 上 在 + ce 和 -ce 二 值 中 至 多 只 能 取得 一 个 值 ， 
由 此 可 见 p' 与:* 中 至 少 有 一 个 恒 为 有 限 。 
定理 4 表明， 每 个 广义 测度 可 以 表 为 两 个 测度 〔 其 中 至 少 
有 一 个 是 有 限 的 ) 之 盖 ,(1.13) 将 站 裹 为 它 的 上 蛮 盖 与 下 变 差 
之 差 ， 这 种 表示 方法 称 为 4 的 车 当 分 解 。 
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习 是 6l 


1。 如 果 广 叉 测 度 的 定 区 中 去 掉 条 件 《2》， 将 会 出 现行 么 问题 ? 
2; 设 K 是 可 浏 空间 (O, <) 上 的 广 久 测度。 对 于 任何 不 相交 的 
WRIA p, 2E 


SIRA, ) 
HRARAREDEL CRE, KARS kS 38, st RE 
A) + eos — eo, 
3， 设 下 是 (Q, SZ) ERWE, Ar EA 中 互 不 相 奖 的 可 
测 集 ， 如 果 


< 


Y MCA, )= 十 oo 


=i 


则 对 于 {4，* +} 任意 重 排 后 所 得 的 集 列 18: } 都 有 


JOMB.) = + on 


4, WP, Æ (Q, Z) 上 的 0- 有 限 测度 ，P, 是 (Q, SZ) 上 的 有 
BE, bul S Wa E 
HLA) = PICA- P. (A; AC 
是 o- ER. 
5。 两 个 rc- 有 界 测度 之 和 是 w- 有 限 测度 ， 这 个 命题 对 无 限 项 和 的 场 
合 是 和 否 成 立 ? 
6。 如 果 广 义 测 度 屎 可 以 按 页 种 方式 表 为 两 个 测度 之 袁 ， 
k= Pi1- Ps j= P, - P, 
是 否 一 定 有 Pi = Pi 和 P, =P? 
7. 证 明 爹 体 正 集 与 例 体 旬 集 的 类 都 是 o- 环 . 
8。 构 造 一 个 例子 说 明 喻 态 分 解 不 是 歇 一 的 ， 
9。 设 疡 是 人， 于 } 上 的 广义 涧 斋 ，EE.9F， 则 
EE) = supi rE HEFCE} 
gë (E) = -infiu(EF) | FESR ELFC EY 
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10。 设 六 是正 整数 的 全 体 。 对 于 尾 末 序列 daa} 和 任何 EC N. ¢ 
.HB) 表 示 翰 ,了 中 的 对 应 项 的 和 《和 刀 轩 它 容 在 ) ， 即 


E) = ya, 


EE 


什么 样 的 序列 对 应 了 于 入 上 的 广 文 测度 ? 还 明 如 果 fa。 } 是 这 样 的 序列 且 对 
Ten, la, [> 人 MNA T u Kn S RE, 
il, W n E (D, F) ERWE, E, E (n = l 2, =) H 
E,CE,C --., M 
(U Jz.)= lima(E, ) 
12, ui (Q, AO 上 的 广义 测度 ,Ew CEF (n= 1, 2, s), 
EDE: D, H| aE | <e, W 


以 门 B, ) =lim aE. ) 
13, WH: WR u OSP SOMO EE, W 
ut = (+ ID) 


-4 _ 
-= > ( el B) 


14。 证 明 若 当 分 解 在 如 下 的 意 交 下 是 最 小 的 ME EALAN 
VE, Bus pi Ba JE kb SAME, Wiel S +a BH Ri nt, 
hI = La PRE yr, 

15, Wen (Q, SF 3) 上 的 广 交 测 康 ， 证 明 存 在 和 4 B ER 使 得 

RCA)=suptuCƏ(Fy IF E.R}, 
aB) =inf {MF h F£ ZZY 


$62 pæ- T (Radon-Nikodym) 
| 定理 及 其 应 用 


定义 1 设 (8 多 ) 是 一 个 可 调 室 间 ， 上 和 ?是 .多 上 的 广 
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义 测 度 ， 如 果 对 于 每 个 可 测 集 B， 当 |a|(E)=0 时 ， 有 yE 
=0， 则 称 ? 对 于 人 上 绝对 连续 ， 记 为 yE 
根据 积分 的 性 质 可 知 ， 上 节 例 2 中 定义 的 集 函 数 〈 可 积 函 
WETER KAFE P AEE, 
定理 1 BME, FOER SME, At 
(1) y&k; 
<2) y EuR Eps 
G3) hE 
HESH. | 
证 设 (12 an, 则 当 jal] (CE)= 0 FPS y (E)= 0, 2 
Q= A+ B2 Q yB — ik p, M 当 |g1(B》=0 时 有 
osl ENA S]a] (E)= 0 


和 
osle ENDS ]e]| (E) = 0 
由 此 有 
lal(En A= ]B|(EnB)= 0 
WEA | 
yE) =EN A)= 0 
和 
y(E)=Yy(ENB)=0 
FE (2) 成 立 。 


由 关系 式 
[y|CE) =yt(E) +y CE) 
知 ,; 由 (2》 可 推 旨 (3》; 又 由 关系 式 
DSIr(E) | =< |]>](E) 
A, H (30 WEIG 《12 。 
定理 2 设 上 和 ?是 (2， 多 ) 上 的 广 浆 测度 ， 其 中 v 为 有 
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限 ， 有 旦 ?过 8&， 则 对 于 每 个 正 数 e ， 在 在 正 数 5， 使 得 BE = 
H jel (Eco, Aly (E <, 

iE ”用 反 证 法 ， 候 定 结论 不 成 立 , 则 存在 e>>0 及 BE Z, 
使 得 


lal (E) <5 Ely (EDE, n=1,2,-= 
令 E= lim E, 
由 对 于 任何 nn 有 
= - 1 
lal (© <le] (U Bi) < Jal Eo < ier 
kmg kann 
因而 有 laji E) = 0, 另 一 方面 ， 由 了 于? 有限 ， KA 
|| (E) =1im [y] (JE, )> im |y]G,)28 
mw Bit 3artyacu pha. 
现在 我 们 饥 出 用 积分 袁 示 广义 测度 的 一 个 重要 定理 ， 为 此 
先 来 证 明 如 下 的 引 理 ， 
51 T Wr n e F 65835, E ENR, fitk=1, 全 
n ) 是 EE 上 的 可 测 函 数 ， 令 


g. =max(f,, Jax "ts fa) 
则 可 将 吾 分 解 为 不 相交 的 可 测 集 也 := 1 2 nM: 
E= y; z, | 
k=l 
HEE: Eg. =flk=1, 2, =, B), 
证 用 归纳 法 。 设 n 一 2， 并 令 
E= (@|@€ E, fi(@0) jf (0) s E1:=E~ Es 
BU E= E, + E; 具有 所 要 求 的 性 质 ， 设 分 解 对 nt 是 可 能 的 ， 令 
E... = MAX Cfi; fa, 7 fap) = max(g., faa) 于 是 
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E= À. Ernis 此 处 在 百 , 41 EBri = Íz is EA, Eg... r 


由 归纳 法 假设 有 A, = YE, Bg... (6)= g0) = f, (0), 0E 


E(k=1,2,…m), 于 是 上 = 开本 是 所 要 求 的 分 解 ， 即 命题 对 
n+ 1 成立。 

引 理 2 “ 设 卢 和 ?是 多 上 的 两 个 有 限 WE, r&r 且 ? 不 
EAF, WEEER e 和 可 测 集 4， 使 得 AKA4)>>0， 并 使 得 4 
对 广义 测度 y -a4 为 正 集 、 

证 设 0=A.+B,(h=1,2,…) 是 全 对 广义 测度 y- u 
的 哈恩 分 解 ， 并 邻 


Ao= UJA,, Bo= Ai = (|B. 
1 
HPB C B,, WOW (v- ie (Bo) <0, 即 
0EB) S RC), n=1,2,. 


从 而 有 ?( Bo) = 0， 由 于 ?不 恒 为 零 ， 故 YCAo) 之 0， 根据 绝对 
连续 性 的 假设 条 件 有 jp( 4o) 220. 由 此 知 至 少 对 于 n 的 一 个 什 
HMA D> 对 于 这 个 n 值 ， 令 A = 4 和 8= 草 ， 即 得 引 理 的 

定理 3 ( 拉 东 - 尼 古 了 ) 设 (0,F ,4) 是 一 个 0- 有 限 测度 
空间 , y EF LH -AR LNE, MEYE WEEE 


的 一 个 实 值 可 测 函 数 1 ， 使 得 对 每 个 BE FA 
7CB)= | .ap (2.1) 


且 在 ?为 测度 的 情况 ,可 取 了 为 非 负 可 测 函 数 。 函 数 了 在 关于 上 
对 等 的 意义 下 是 玲 一 确定 的 ;如 果 沁 时 存在 上 上 的 实 值 可 测 函 
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数 5 ， 使 得 对 每 个 BE ST 
y(E)= |. du 


则 f=g ae.. 
(2,1》 式 中 的 被 积 函 数 了 通常 称 为 广义 测度 ?关于 测度 


p 的 拉 东 - 尼 吉 丁 导数 ， 记 为 -5 。 


证 分 以 下 几 种 情况 逐步 讨论 ， 
《1 ) 上 与 ?都 是 多 上 的 有 限 测度 
ENERE F 3 E BJ 3E f FE BDP 3k 了 的 全 体 : 对 于 每 
个 EE Sr 


Í, fd uy(E) 
因为 EN, WAER. 2 

a=sup{| fdu, fe er) 
则 存在 5 中 的 一 个 序列 {f}， 使 得 

um f f du= a 
令 

g. =mantfiyfs "= f.) 
TEASE, GETE ETHE- Es 使 得 在 
E, Eg. =f. (k= 1,22, n), 3 p rj E S W. 

f [a= | ans rE) = yE) (2,2) 

因为 {g;} 单 调 增 加 ， 故 极限 

fo) = lim g. KO) 


存在 ， 于 是 由 勤 维 定理 及 (2.2) 有 
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f fody = tim| guy(E) 
E nwl E 
BES, PMA 


a= | ra> |>] ran 
a= | fodz。 因 为 
| fodern + eo 


故 存在 实 值 非 负 可 测 函 数 i, EE =u, 
对 于 每 个 BE Z”, $ 
a (E) = y CE) -| ras 


根据 了 的 构造 ，yo 是 .名 上 的 有 了 眼 测 度 ， 易 知 Yo 世 yp, 下 面 我 们 要 
Ep RTE, 
假定) DESTE, MERFI, FEEX e 和 可 测 集 

A, BKA S0, HEAD XMEy — sn HES., + 
是 对 于 每 个 EE Z= A 

Cyo— EEN A)2F0 
Eji 

ertEN ASPENA) = (EN A) — Í utan 
令 g= 了 + ex4， 则 对 于 每 个 BE ,多 -有 


Í gde = | Jdu + ex (En A< | fdu ty(EN A) 
E E E 
-| tas = f Jda+ y(E Y A)<y(E) 
EnA Ed 
因此 gE SZ. EEA 
j gdp =Í fdu + epl A) >a 
g g 
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这 与 e 的 定义 矛盾 ， 于 是 必须 有 yos=0， 即 (2.1) 成 立 。 
(2) 和 vy 都 是 .上 的 c- 有 限 测度 。 
这 时 我 们 有 


Q = YA, MKAZO 


Q = HB,, VE) <o 
由 此 有 


Q= X1 YX' (A, nB.> (2.35 


FERDRK ORRA KA y 均 有 限 的 可 列 个 互 不 相交 的 集 
之 和 ， 改 变 一 下 记号 ，(2.3) 志 可 写 为 

o= Va, 
HPR, AO, y(Q,)<co, 2 

F a= (ED 2Q,]EC Sr] 
USF , 是 Q, EKI o 4535. 考虑 限制 在 =, 上 的 BHY, 四 为 
4 和 + 有 限 ， 于 是 由 《1 ) 知 存在 Q. 上 的 非 负 实 值 可 测 熙 数 
1,.， 人 使 得 当 EE A.A, A 

v Œ= | as (2.4) 
令 

Jo) = f. (09), El, n= 1,2, ..} 
则 了 于 是 品 上 的 非 俩 实 惜 可 调 函 数 ， 且 对 于 任意 的 BE 多， 由 
《2,4) 有 


y(E)= YI y (En Q, => finos fa dp= f stau 


HH (2.1) 成 立 。 
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《3 ) 只 是 多 二 的 c- 有 限 ME, yF ELA -ARU 
HE, 
此 时 若 当 分 解 给 出 y= 信 一 六 ， 于 是 由 (27 有 


r= [ fdp, y CE) =| f: du, 
E E 


Haj fa REAREA RB 3 p — AER, 
所 以 对 一 切 EE ər fi 


ytE)}= YC(EY— p (E) = Í. fdp 


此 处 f= h- f 的 积分 是 有 定义 的 ,于 是 我 们 就 证 明了 (2.1)， 
最 后 我 们 来 证 明 (2.1) 中 的 了 在 关于 上 对 等 的 意义 下 的 办 


Ea ESARET KA, E MEEF A 
vE) = | gdu 2.5) 
令 
0= PA, uA JL (2.6) 


E, = [加 | 大 可) >g(a), WE A.) #=1, 2, ""* 
M]/ 5 g EELA, HH {2.1) 与 《2.5)》 有 有 
| Oo eoaa=0 
故 uE.) = 0, BPE A. 上 f<ga.,e,Cu), 类 但 地 ， 在 上 4。 上 有 
g&fae, Ck, 从 而 在 4。 上 有 7 = gae lal. 于 是 出 (2.04, 
在 A 上 f=g ae, W]: f 
fi T E sa2qFE kak eri 5 R SSW H. F R T i 
来 举 黄 个 例子 (推论 1 与 2)， 
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推论 1 W(Q. F, P) 是 一 概率 空间 ,多 :是 只 中 的 ott 
B BACT BUA EF AT OREO ， 4 是 一 随机 事 
件 〈 即 是 .多 -可 测 集 ) ， 则 存在 定义 在 上 的 、 满 足 如 下 条 忻 
的 实 值 函数 PALS) (0)， 

CL) PALF VMF WA (Ny. s, He 
BAERT, MEO, F, PERRIER ; 

(2) 对 于 任何 BE Z, 有 


P(ANB) = | PALF DAP 


有 在 关于 尸 对 等 的 意义 下 ,上述 P(4|. 多 ka) 是 椎 一 确定 的 。 

具有 以 上 .性质 的 函数 P(41 多 Co) 称 为 ( 按 杜 盔 《Docb) 
WEW AXT: 的 条 件 概 率 ， 

证 将 P(ADB) 看 成 是 关于 时 的 集 函 数 ， 则 它 是 (0 多) 
上 的 有 限 测 度 ， 由 

P(AQB)€<P(B) 

31. (Q, FOELRHWEPRCANDATA, gr) E BJ EEP(B) 
绝对 连续 ， 故 祖 据 拉 东 -尼古丁 定理 知 ， 满 是 条 性 《1) 与 
(2) 的 函数 PALF i C8) 存在 ， 且 在 关于 PP 对 等 的 意义 下 
是 唯一 的 。 | 

m EB RREA, F, PPPA (有 限 个 或 无 
限 个 互 不 相交 的 可 测 集 ， 且 


a=} B, P(B,)>0 
k 


1 是 Bi，B2， "中 党 于 个 《 零 个 ， 有 限 个 或 元 限 个 ) 集 之 和 
集 的 全 体 ， 易 知 久 "1 蚌 字 的 子 0- 人 代数， 对 于 AE Z, 4 


PALF) (0) = PA , OC Bi, k=1,2,--. 


BRIE EE P(4] 多 D (6)8RJ2 A Sr, HRR. 
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这 个 例子 显示 了 杜邦 意义 下 的 条 秆 概率 和 通常 的 条 性 概率 
的 关系 . 
推论 2 B o BREZE, r, P Lybius BE. El 
Ja I#|dp< + co 
(WD 了 有 共有 有 限 的 数学 期 望 ) s h ge BU O-A MH) # 
在 定义 在 上 的 满足 如 下 条 性 的 实 值 函数 Et| SF.) (0): 
CLD E(B te) 对 22 TY Wl; 
<2) xp EER BJA E Fa, 
Ja fdP = JELA D dP 
HERT P HSHREATF., EEGA DIEE. 
上 其 有 以 上 性 质 芍 加 数 EQ| 凶 1)(@) 称 为 AMATA WR 
Pipa, 
证 和 引 理 1 类似 ， 由 于 Jaf6pP(AE AOE (Q, Sr) E 
的 一 个 有 限 测 度 ， 且 它 关 于 P (ARIES LAWD $ 
对 连续 , 故 根 据 拉 东 - 尼 古 了 定理 , 满足 上 述 条 件 的 E (127) 
存在 且 在 关于 了 对 等 的 意义 下 是 唯一 的 . 


习 6-2 


1. Ru j— Y ME, E-A, Mle] E = 的 鞠 
要 条 件 是 ， 对 于 五 的 每 个 可 测 子 集 F, ú(F)=0. 

2, Ra myr (9, ZF 上 上 的 两 个 调 庶 ， 则 A < 委 呈 TY? 。 

3。 给 册 一 个 食 子 说 明 广 处 测度 绝对 连续 性 定义 中 的 条 件 ICE = 
0 不 等 价 辽 RB) = 0, 

d MREGA ? ARER, EA 2 的 结论 是 否 成 立 ? 

5。 设 上 和 是 (人 2， 》 上 的 广义 漠 庆 ， 如 果 对 于 登 个 正 数 2 ， 
都 存在 入 应 的 正 数 56， 使 得 当 BE SZ Hei (DH | y Ee 
yah. : 

ff。 证 明 拉 东 - 尼 十 于 定理 中 疙 为 4-~ 有 限 的 条 性 是 让 可 少 的 。 
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7。 设 1 是 非 负 可 测 函 数 ， 且 在 共有 正 上 -测度 的 集 上 为 ， 令 
(E= Tefdk, EES 
征明 y 不 具有 0 -有 限 的 性 质 。 
8。 设 产量 (Q, F 上 的 0 -有 限 广义 测 度 , 了 是 2 -可 测 函 数 ， 
如 时 于 对 | a| 可 积 ， 划 也 对 此 和 此 可 积 ， f 
9。 设 是 (Q, SZ) 上 的 广 闵 测度， 有 = 是 于 十 站 的 车 当 分 解 。 
f 是 . 哆 -可 油画 数 ， 如 果 了 关于 睛 与 上 都 可 积 。 则 定义 
和 ze= su Ts "7, EES 
jzfau 称 为 f 在 E 上 关于 广义 测 府 上 的 积分 证明 
G) (Q@, SZ) 上 任何 有 界 可 测 耳 数 关 于 上 总 是 可 积 的 ; 
《2》 设 1，8 关 于 上 可 积 ，& 各 8B 是 两 个 任意 实数 ， 则 Qf+ B 8 2: T 
EŁK., MEB 
[atej + Bag)du= misfdu- B Ysgdn 
(3) WEJ 8 AFARI FAR. Mi 


{sfdu = | rgdp 


(4) WAHE, EJEREN, MI F EEFE 
imh 


RHEE 2 ph JE: 
1", Í EE. {n=1,2,…》 上 关 寺 tt 可 积 ， 


- 


2°. an lfld -up < eo, 


n= 


4 f EE=} E, LERH, # 


El 


和 
《5) W fxj W R, + 
WE) = z fdh, EES 
ml n; 
ce) 当 上 是 50- 在 限 广 广 测 度 时 ， 拉 东 - 尼 古 丁 定理 仍 成 立 。 
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§6.3 HNEDE 
定 分 布 函数 的 分 解 


我 们 先 来 引进 和 绝对 连续 性 家 对 立 的 一 种 概念 . 

EX1 REMY, ZOVERRE ANE, MEFE 
TSA 3B28 Bu iM E A B, Eas A+B , HAHI A 
WEE, # 

lg| CANE) = |y (BNE)=0 
WPR e AEBETAN. ByE (或 上 关于 
Poo ERF A ALY 

易 刀 ， 胡 果 尼 与 ?为 测度 ， 则 上 上 ?的 充分 必要 条 件 是 ， 存 

ETERA., EI 
HCAJ= yA )=0 
例 1 设 2 是 全 体 正 整数 所 组 成 的 集 ， 扩 是 吕 中 全 ETF 
集 记 组 成 的 类 ， 上 是 史上 但 等 于 0 的 测度 ，+ 的 定义 如 下 : 
yA) = 4 市 点 的 个 数 ，4E 57 
这 时 jC{1}7 =0， 南 F011 =1， 帮 7 对 上 不 绝对 连续 ， 但 如 取 
A= OQ, MJ 
B(A) = pA ) = y(0)=0 
WWM HB | v, 

定理 1 GNERE B, Sr uy o -A RA z 2 
rÆ, Z) 上 的 xc- 有 限 测 麻 ， 则 必 存 在 a, AERO- 
A RAEM. E 

Y=Ys “Ye 
H. velg, yeu, VALERSE- Bg. 
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证 令 ¿=u+y 显然 4 是 和 -有限 测度 ， 且 FE4， 于 是 由 
拉 东 -尼古丁 定理 知 ， 存 在 非 负 实 值 函 数 1， 和 使 得 对 每 个 EE 
F, E 
LE) = 了 FA 
ë 
A={o|fi(m) >0}, B= {olf(m) = 0), 
MIA B= O, B B= js f da = 0 
Ey: By HI F: 
y, (E) = WEN B}, Yy- E)= WENA), Ec = 
则 ?=?:+3?e， 因 为 (4)=AB)=0， 故 有 ?上 下。 如果 
KLE) =0， 则 有 J;fda= 0, PrDL E E f=0 ae. Ef Ë 
En 4 上 为 正 ， 故 AENA =0, H KJE X y < a, W 
Ye(E)=y(ENA)=0 
于 是 就 证 明了 ?y. Er. 
为 了 证 明 分 解 的 唯一 性 。 - 我们 设 
YEY: ty. = Y. Pe, < 
此 处 ?7，LA，? Ln, PE, y .二 &。 于 是 存在 可 测 集 4，B， 
A, B, Wi 
Q=A+B=A +B 
H. 
ys(B7=ACA)= p.C(BD=p(A = 0 
HESA, W 
E=(ENBN. p+ (ED B nA) 
+ENANB)+(ENATA) 
显然 上 在 这 个 和 葛 最 后 三 个 集 上 为 0， 放风 各 和 的， 这 
三 个 集 的 ?与 ? 。 测度 亦 为 0 ， 因 为 ye 一 ?ye =?: 一 Yi» YB) 
=P.(B)=0, Wk 
203. 


(P -YOE =Po =P) (En Bn D) 
=G - v (ENBN B)=0 
从 而 有 y= YE, BERAY -y =y- ye 即 得 v,(E) 
= 7 ,(E)， 于 是 我 们 就 证 明了 分 解 的 唯一 性 ， 
下 面 我 们 将 以 上 的 定理 应 用 于 定 分 布 辑 数 的 分 解 问题 ， 
定义 2 ” 设 F( 习 是 定义 在 实数 空间 R 上 的 实 值 函 数 ,车 对 
任 给 的 e>0。 十 存在 4>0， 使 得 当 已 中 任何 有 限 个 两 两 不 相交 
的 开 区 闻 ka， bi), (üzs bs) s", (G. b,) W L 26 #F 
bi a) <a 


im 


时， 不等式 


| FB) Fla) |<e ERY 


k= 1 


ERY. MFH R EREHE A. 

广 ， 如 果 限 制 诸 区 间 (as o bb 在 区 间 (a, BH, WESE 
[ay 所 绝对 连续 的 概念 ， 

显然 ,绝对 连续 函数 是 在 通常 意义 下 的 连续 通 数 ( 取 由 = 1)。 
但 其 逆 不 真 ， 详 见 下 例 。 

2 令 


XCOS |, X#0 


= 
F(x)= Zx 
0 =D 
显然 F(x) 是 一 连续 通 数 ， 于 面 我 们 要 证 明 F(x) 在 区 间 
[0,17] 内 并 不 绝对 连续 ， 
E z Em E Ep IEE 22, < 


1 
2(m+k) ° 


b, s k=l, žu, 1 


_ _ 1 
a= Im +k) — 1 


gil 
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i ` 1 

> 《pr 一 eic ml ` (3.2) 
k= 1 

R a 1 

LIFO- F(a) sE TETES (3.3) 


k 


HPMTEURK, Hh (3.228131 b,a) 可 以 任意 小 ; 


由 于 # 可 任意 大 ， 故 由 (3.3) AI IFO) -Fla)1 可 任意 


大 ， 出 此 可 知 ，P(x) 不 绝对 连续 . 

在 以 下 的 讨论 中 符号 4 恒 等 表示 愉 中 波 莱 尔 集 RAD E. l 
勒 员 格 测 度 。 为 确定 起 见 ,， 以 下 当 我 们 谈 到 哆 工交 有 限 测度 ? 
的 分 布道 数 时 ， 意 指 如 下 的 定 分 布 函数 

Fix) =y- co,x]) 

EE? ByEÆR ØDEKHERWE, M yEr 的 充分 必 
要 条 件 是 y 的 分 布 通 数 F(x) 是 R 上 的 绝对 连续 函数 ， 

证 先 证 充分 性 ， 设 F(x) 绝对 连续 ， 则 对 任意 给 定 的 正 
数 * ， 存 在 正 数 6 ， 使 得 当 尺 中 任何 有 限 个 两 两 不 相交 的 开 区 


Babo, nB ste Ob, 0) <N, 有 
| lr) -Foal<e | 
W EC @ Bn(E) =0, 由 惑 由 格 测度 性 质 易 知 , 在 在 两 两 不 相交 
的 半 闭 区 间 (ar b. (k= 1,2, D, 合 得 EC cas bt， E. 
Dba) <o (3.4) 
H (3.4) M. HEREN, EA 


Y |F- Fla)|<e _ 


让 一 上 
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因而 


mw 


y(B)=< 3 eab D = 3 IF (b,)-F G, )|=< e, 


k=1 


由 于 8 EE., WAYE) =0， 这 就 证 明了 y 世上。 

下 证 必要 性 。 设 Yr 过 k， 则 对 于 每 一 个 正 数 e ， 存 在 正 数 
# ， 人 司 得 对 于 满足 条 件 ACE)<a 的 任何 波 攻 条 集 E, # 
y(B?<e。 由 此 知 ， 当 尽 中 任何 有 限 个 两 两 不 相交 的 开 区 lal 
(Ga,,b ,)(k=1,2,- n, W JE 3 pF 


a(s b,3)= > (b, 一 ) <ó 
i= i= i 
H A 
y il]F(b)- F(a,)] = Y y Carbal) 


= (Ujas) <e 
k=l 
É F(x) 绝对 连续 。 


定理 3 设 Fa) 是 绝对 连续 的 定 分 布 函数 ， 则 存在 非 负 
TERERAA S, EA 
F(x) = [2.Jdn (3.5) 
其 中 了 称 为 王 的 密度 函数 ， 
证 Be Ero 引出 的 勒 中 格 ~ 斯 提 杰 测 度 CHP, yg 
F(x) 是 kz 的 分 布 函数 ， 
Hri- oo ,x2)) = Fix) (3.6) 
由 定理 2 ， un, T'ikhi a= J ik TEMA. FERK 
值 可 积 函 数 了 ， 使 对 每 一 BE Sr, # 
ka(E) = [ #fdut 
£ E= ( — o ,x34% 
HBs oo KI) = fiso, sf dp š. fdu (3.7) 
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由 3.6》 与 (3,7》 PË (3.5 , WEB, 
ESI E FOD 是 定 分 布 函 妆 ， 如 果 存 在 非 负 勒 贝 格 可 
HAAJ, EB 
F(x) = {* fd (3.8) 
MPR PFCx) 是 连续 型 分 布 函 数 ， 了 称 为 了 的 密度 。 
定理 4 连续 型 分 布 男 数 一 定 绝对 连续 。 
证 设 f 是 Ff 的 密度 ， 令 
PCE)= fz f du: 
MJ > EBELE, Hy ér. H C3.9) 3. FOO > 的 分布 
函数 ， 于 是 由 定理 2 知 ，F(tx) EAr EZRA, 

由 以 上 两 个 定理 可 知 ， 就 定 分 布 函数 而 言 ， 绝 对 连续 考 的 
概念 与 连续 型 的 概念 是 一 致 的 由 于 连续 函数 未 必 绝 对 连续 ， 
所 以 连续 的 分 布 通 数 未 必 是 连续 型 分 布 浮 数 ， 

定义 4 设 Fx) 是 定 分 布 函数 ,如 果 存 在 民 中 的 点 列 {x} 
及 定义 在 其 上 的 实 值 函 数 p(x,)， 使 得 

F(X)= 了， pixa) 


ME: FOO 基 帘 散 型 分 布 函数 。 
引 理 1 ”任何 定 分 布 函数 下 都 可 以 唯一 地 分 解 为 
F=F,. +F 
其 中 F. 为 离散 型 分 布 函 数 ，Fc 是 连续 (不 一 定 是 连续 型 》 的 
定 分 布 函 数 . 
证 因为 F 是 增 阻 数 ， 故 它 至 多 有 可 列 个 不 连续 点 ， 设 为 
x.(n=1,2, 9, $ 
PEx.) = Fx, ~ Fix, —0)2>0 (3.9) 
Fatx) = 3 ple), x€ R 


则 PR 是 离散 型 分 布 函数 。 令 
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F.= FE-F.,, XER 
BARE -FF. +F, BP, EEES p k. FE DEBHBF, 2 3638592 
EAR, XHIESR0J x —x, A 

Felx) F. (7) = FDF) Ba pee) 

=F- 0 -P= 2 px) (8.10) 
由 此 有 

im (F.Gx)-F.(x7)3= Fix- 0)— Px—0)=0 

即 F。 是 去 连续 的 。 由 (3,9) 与 (3.10) 可 知 ， 对 任意 的 x 之 x 月 

F(x) — F. (x) = F (x) — F(x” ) — > pixa) 


s= x 


= CR) — F(x’)) - CFx) — F(x, — 02260 
所 以 了 .是 增 畏 数 ， 从 而 证 明了 P。 是 连续 的 分 布 函数 ， 显 然 F. 


还 是 定 分 布 函 数 。 
往 证 分 解 的 叭 一 性 . ， 设 有 两 个 分 解 式 
F =F. +F¿= P. + Fs f (3.11) 


其 中 F, 与 F ,是 连续 的 定 分 布 函数 ， 和 而 F. 5 F RBBB IN 
HA., h (3.11) 我 们 有 
F. _ F .= F ,— P. 
上 式 左 边 为 连续 函数 ， 右 边 为 两 个 离散 型 分 布 通 数 之 差 ， 由 此 
容易 证 明 这 个 差 必 须 为 零 ; 即 我 们 有 FF =F MRF .= F. a 
定义 4 ”如果 大 收 货 于 如 的 数列 和 ，hz，… th, 关中， 使 
f(x + Ra) — feo) 


lim =Á 
存在 《可 为 无 穷 》， 则 称 EAM f(x) 在 xo 处 的 一 个 导出 
数 ， 记 为 

A= Df(xo) 


易 知 ， 国 数 fx) 在 xo 在 在 通 澡 导数 的 充 要 条 性 是 fx) 在 
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xo 的 一 声 导出 数 都 相等 ， 如 果 Co 是 单 增 函 数 ， 则 其 一 切 导 

出 数 都 是 非 负 的 。 

| 定 兴 5 E F(x) byESbhu E i Pr, MEENE 
Abai GETHIN E & 而 言 等 于 0， 则 称 FC(%) 为 奇异 型 

分 布 函数 。 

引 理 2 设 ? 是 .次 上 的 勤 贝 格 -斯 提 杰 测度 ， 其 分 布 函数 
HF), WMRyLe, ME (x) 几乎 处 处 〈 关 于 站 而 言 ) 等 于 
0. 

证 因为 ?Lp WEEAC ÆA, W 

y(A)=u(A')=0 
令 D= {xlF’ (x) = 0,x€ R} 
Uü D = {x| 存 在 一 个 五 (6x)2>0，xE R) 


BRE., D = | JD.. p 


D, = [siett DO >E, xE R} 


如 果 gD 二 9， 则 存在 正 整数 m， 使 得 
R(D.)>0 
因为 
O MDa) FRAND) UCA’ n D.) 
而 eLA ND) =0, KË 
BAND.) > (3. 12) 
HAr =0， 易 知 对 于 任意 的 正 数 8 , PENEG, E 
ACG, y(GD<e 
B xC AND,。， 则 必 有 及 .一 0， 使 得 
Fath) F(x) — 1 


lim 


n= 


不 入 设 对 于 所 有 的 二 ， 不 等 式 
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F(x+h,) FGO — 1 
h, m 


成 立 ， E. [xy xth, cG 《此 处 我 们 用 fae， Bl, kmit T' a M 
请 之 间 的 全 体 实数 ， 不 论 asa 或 是 oA 。 记 

faix) = Cx, Xx+h,2 
则 

Yds (x)) = |F(x +t he) Foo > = Laed, 00) 


(3, 13) 
易 见 集 4D D, EMF Vialli TAEAE 
A = (d.Gx)|xC ADD... n=1,2,..} 
HAm. TERRAE Æ SY 中 可 以 选 出 有 限 或 可 列 
个 两 两 不 相交 的 闭 区 间 6,tk=1,2,…)， 和 使 得 
uCAND,— 220) =0 (3, 145 


于 是 由 (8. 13 及 G, 1 有 
KAND <J u (6,)<<5 myd) 
k k 


=m (Ea ) <my(G) <me 


HF e 可 任意 小 ， 故 有 mA 站 DeJ=0， 这 与 (3. 12) FPA. 
EMES AUD )=0, AMAF (x)=0 ge, 

推论 iy RG LJ SM EF, HAWA F(x) 为 连续 
HA, W yle, MJ RE(x) 是 奇异 型 分 布 函数 . 

证 这 是 因为 . 殉 上 的 有 限 测度 的 分 布 函 数 为 定 分 布 函 数 。 

定理 5 {EREA ES r 都 可 唯一 地 分 解 为 

F=F¿ +P. +F, 
其 中 局 为 离散 型 分 布 函数 ，B。. 为 连续 型 分 布 函 数 ，E, 为 奇异 
型 分 布 函 数 。 
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证 由 引 理 1 ，F 可 队 一 地 分 解 为 
F=F; +F. | (3.15) 
其 中 Be 为 离散 型 分 布 函数 ，F。 AAEN a, Ar 表示 
由 了 .引出 的 勤 员 略 - 斯 提 赤 测度 ， 册 勒 只 格 分 解 定 理 知 ， :对 
Bj ARM Ez n nj E —Hr zy 8 2 
y: =. Ty; (38.16) 
EPpy <, y Lu, 再 由 近东 - 尼 韦 村 定理 知 ， 在 在 非 负 3: Ë 
勤 册 格 可 积 函 数 了 ， 使 得 对 每 个 BE 5, A 
y. (CE) = Í; fdp 
+ 
Fa ó (Ox)= y. (( —co,x)), x€ R 
F,(x) =y. (x), x€ R 
DF.. BF AAAY. 5 y. Aana EEan), H. 
Fee) = |Z. f du: 
RESNA h (3.16) 有 
F.=F.. +F, (3.17) 
由 于 B, 与 F, p ESE 3, F. DA RO MTF Ey B) 
RMA. Wr. Le wh? 之 推论 知 ，F, 是 奇异 型 分 布 
函数 、 由 (3.15) É (3。,17》 即 得 
F=F,+F, + F, 
RaR H Ey S tE Sk 5 3k Bl Ay FEF 2 fi P 2k RU — #l 
方法 。 
EO0<A,<1 (n=1,2,…)， 且 
TI 4, =1>0 (8.18) 


按照 比例 AECL - A) 将 区 间 分 成 两 个 闭 区 间 ， 
Ó = L0, Ail, 61= Lal 


211 


这 两 依 区 问 都 称 为 一 附 区 间 .一 般 地 ， 按 比例 4. = (1- A...) 
-将 每 个 n 阶 区 间 Geeni = 0, 1; ¿= 1 2, tt) 都 分 成 两 个 闭 
区 间 ó... 与 gx 就 得 到 n+1 阶 区 间 ， 恢 此 类 扒 ， 最 
RRITE 
HG) = Ån HOO... si) | (3.19) 
对 于 由 0 与 1 组 成 的 任意 无 限 序列 (x.), € 


[= = e Le 


显然 对 任意 的 x€ 50,10, 存 在 一 个 由 0 与 1 组 成 的 序列 {x:}， 
使 得 
KE Q. raras (3.302 

WE x EEA n GEEA EE xA 与 I ， 则 存在 两 个 序列 
对 应 于 x ， 在 这 种 情况 ， 我 们 候 定 (8.20) 中 的 下 标的 尾部 恒 
30. W x€ (0, DHH (3.20) 表示, F 

f(x) 一 Xia (CU BE 0 JN 32) (3.21) 
MANBA ELECO. LDE — AE. CORRERE Pi: 
ERRE, THERES F oO JL FAAA 0 GAA R me) 

任 结 0<e<1， 由 《〈3.18) ,存在 正 整 数 n ， 使 得 

本 A.2>1-e 


keai 


H (3.185 5 (3.19) 我 们 有 


下 (人 a po.) =B(Ó,..-. xa) TI À: 
k 


KG a DCE) (3,225 
Fdan 6 8-8 33 E RA q (3.21 SL, EER IB) 
EORR 0.xixsxs e (C 一 进 制 小 数 )。 由 (3.22) 我 们 有 
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EHO sa) > Eh.  )(1—e)=z (3.23) 
IERE E RRA DAR x (lin) 求 和 。 因 为 可 以 任意 小 ， 
ELH (“3.23) HITHER f AERA ER TE E R R e 
度 之 和 和 为 1 ， 于 是 我 们 就 证 明了 F Go) 几乎 处 处 为 0 。 显然 
大 xz) 在 整个 区 间 [0，123 上 并 不 恒 竺 于 常数 ， 


习 题 6*3 


1， 设 上 和 ?7 是 两 个 广义 测度 ， 并 且 Y 对 上 既是 绝对 连续 的 又 基 奇 异 
的 ， 则 ?7 = o. 

2, BrE, OERE, y 1 与 yz 是 (9, A LRF R 
HE, 证明 

<1) 如 果 yn, y idi, M) (Pi tp ) LEi 

c2) WE Y&R, yz HU y ipa, 

3, Een Ry Om HE, WE ia 是 租 走 奇异 的 。 

4， 在 同一 可 测 室 间 中 给 出 测度 卢 与 ?的 一 个 例子 ,使 得 关系 HK 过， 
YE B l yBJAV r. 

5, ÚEBIfEDIBS KES RAF (x) 引出 的 勒 册 格 -斯 提 杰 测度 nF 
XPT EN p E z eat es. 

6. W (Q, A EFWE, E 得 & 中 的 单 点 介 (wm) j WT WI 
4., Bräi (O, FO 革 的 z- 月 限 淹 育 ， 刚 

了 = 了 1 TY 二 93 

MHrhy SR yi ty. L n, y í Ly; (FJ) BS F p FQ E Q. y I(iol)= 0. 

7。 设 呈 和 ?和 分别 为 (2, F KONER R AWE, AES, 
ERR YLE YEN , WAS rA. RRE (A, SF nA 上 的 测度 
HAR S WspeEnhipfiy l. s Er). 

g。 设 ?是 (Q, AO FD X MJ, WISE 2388 F yl y? 

9。 证 明 任 何 奇 异型 分 布 沙 数 F (x) 引 弄 的 勒 忠 格 -斯 提 杰 测度 对 
勒 贝 格 测度 是 奇 虱 的 ， 

10。 设 F (xy Ea, b 上 具有 连续 的 导数 ， 证明 F 09 Æla, bJ 
EIEE. 

11。 证 明 不 恒 等 于 恬 的 奇异 型 分 布 本 数 不 可 能 绝对 连续 。 
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C1 
[2 
[3 了 
[4 
[C5 
[6 了 
C71 
CBJ 
ca 
C10] 
C113 
(123 


BED 


(142) 
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